2.  основне KOMБИНАТОРНЕ
КОНФИГУРАЦИЈЕ
          
У уводном делу смо напоменули да је једно од питања којима се бави комбинаторике уочавање и класификација карактеристичних распореда елемената неког скупа. У том смислу у овом поглављу ћемо дефинисати неке од осно-вних комбинаторних конфигурација, уочити алгоритме за њихово пребројавање и извести формуле за одређивање броја таквих конфигурација.

2.1. ВАРИЈАЦИЈЕ

           
У свакодневном животу често се употребљава термин варијације, најчешће у форми ''варијације на дату тему'', али су варијације присутне и у музичком стваралаштву и многим другим сферама.

          
ПРИМЕР 1.  Нека је  Ѕ  је скуп слова, тј.  Ѕ = (а, b, c(.  Наброј све речи које садрже два слова које се могу формирати од слова скупа Ѕ. 

              
Набрајање вршимо абецедним поретком:

aa 
ab
ac
ba  
bb
bc
ca
cb
cc
              
И закључујемо да таквих речи има 3 ( 3 = 32 = 9.(
       
ПРИМЕР 2.  Напиши и преброј све четвороцифрене бројеве који се могу формирати од цифара 2 и 5.

              
Исписивање 2(2(2(2 = 24 = 16 тражених бројева вршимо од мањег ка већем:

        
2222  
2225   
2252   
2255
2522
2525
2552 
2555
   
5222  
5225
5252
5255
5522
5525
5552
5555. (
       
Дефиниција 1. Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената и нека је к природан број. Под к-варијацијом скупа А подразумева се уређена к-торка елемената скупа А,  дакле један од елемената скупа Ак =  А х А ... х А.   


Из изложених примера и дате дефиниције следи 

       
ТЕОРЕМА 1. Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената и нека је к природан број. Број к-варијација скупа А једнак је nк. 

  
Доказ:  У траженој к-торки први елеменат бирамо на n начина, други елеменат на n начина, .... к-ти елеменат такође на n начина. На основу правила производа Декартов производ  А х А ... х А = Ак  има  n ( n ( ...( n = nк елемената. ( 

 
У  литератури се к-варијације често зову и варијације к-те класе од n елемената, при чему број к одређује колико елемената има тражена к-торка (класа), а n  број елемената датог скупа.  

           
Број варијација се најчешће
 означава са   
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ПРИМЕР 3. Колико има шестоцифрених природних бројева чије су све цифре парне? 

         
Од 5 парних цифара 0, 2, 4, 6, 8 може се добити 56 шестоцифрених бројева. Међутим, сви уочени бројеви, тј.  они који почињу са нулом, а њих има 55, у суштини нису шестоцифрени. Дакле, шестоцифрених бројева чије су све цифре парне има 56 – 55 = 55(5 – 1) = 4 ( 55. (
             Од значаја је поменути и такозвани лексикографски поредак варијација.  Најчешће се он код речи изводи по абецедном (или азбучном) реду, а код бројева од мањих ка већим.  
       
ПРИМЕР 4. Дат је скуп Ѕ = (а, b, c( и уочене су све 5-варијације датог скупа. Која варијација је 123 по реду? Која по реду је варијација сааbа?

            
Са словом а на првом месту може се уочити 34 = 81 варијација. То значи да је до варијације bаааа ''потршена'' 81 варијација. До варијације bbааа потро-шено је 81+27 = 108 варијација. До варијације bbbаа треба 108 + 9 = 117 варијаци-ја. Како је преостало још 123 – 117 = 6 варијација, из примера 1, следи да је траже-на варијација  bbbbc. 
         
Да би слово с дошло на прво место варијације сааbа потребно је 34 + 34 = 162 варијације. Слова аа затим следе по лексикографском поретку, а за bа су потребно још 4 варијације (саааа, саааb, сааас и сааbа). Према томе варијација  сааbа  је 162 + 4 = 166-та варијација међу 5-варијацијама скупа (а, b, c(. (

ЗАДАЦИ ЗА УВЕЖБАВАЊЕ

1. Одједном се окреће 10 новчића. Колико такав експеримент има различитих исхода? Колико различитих исхода има ако  се један новчић окреће 10 пута?

2. У сали за предавања има пет прекидача којима се регулише осветљење сале. На колико начина сала може бити осветљена?

3. У једном колу Супер рукометне лиге Србије за мушкарце игра се 8 утакмица.  Колико различитих исхода у једном колу је могуће, ако се утакмица може завршити победом било које екипе или нерешеним резултатом?
4. Завршни тест из дискретне математике садржи 20 задатака. Студентима се у сваком задатку нуди 5 алтернативних одговора  (А, В, С, D, E)  и у случај да није сигуран у тачан одговор могућност да заокружи НЕ ЗНАМ. На колико различитих начина се може одговорити на дати тест?
5. Колико има различитих петоцифрених бројева који су дељиви са 5?

2. 2.  ВАРИЈАЦИЈЕ БЕЗ ПОНАВЉАЊА 
     
Некада је неопходно посматрати к-варијације у којима се елементи не понављају.
          
ПРИМЕР 5.  Напиши и преброј све двоцифрене бројеве са различитим цифрама који се могу формирати од цифара 7, 8 и 9.

  
Набрајање вршимо од мањег ка већем:  78, 79, 87, 89, 97, 98.
          
Добија се 6 различитих двоцифрених бројева.

             
ПРИМЕР 6.  Нека је Ѕ  = (а, b, c, d(.  Наброј све речи које садрже три слова скупа Ѕ, ако се свако слово може користити највише једном? 

              
Набрајање вршимо абецедним поретком:

аbс
аb d
 ас b
 асd
 аdb
аdс
bас
bаd
 bса
 bсd
 bdа
bdс
саb
саd
сbа
сbd
сdа
сbd
 dаb
 dас
 dbа
 dbс
 dса
 dсb.

  
И закључујемо да таквих речи има 4 ( 6 = 24. (
       
Дефиниција 2. Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената и нека је к природан број (к ( n). Под к-варијацијом без понављања скупа Ѕ подразумева се уређена к-торка међусобно различитих елемената скупа Ѕ.    


Из изложених примера и дате дефиниције 2 следи 

       
ТЕОРЕМА 2. Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената и нека је к природан број такав да је (к ( n). Број к-варијација скупа Ѕ без понављања једнак је n( (n – 1 )( n – 2 )( ...((n – к + 1). 

           
Доказ:  Како скуп А има  n  елемената, у траженој к-торки први елеменат бирамо на n начина. Због тога што други елеменат мора бити различит од првог,  други елеменат се може изабрати на n – 1 начина. Из истих разлога за трећи елеменат постоји само  n – 2 начина ... , а за последњи к-ти елеменат к- варијације n – к + 1 начина. На основу правила производа укупан број могућих избора елемената је  n( (n – 1 )( n – 2 ) ( ... ( (n – к + 1). ( 

         
У  литератури се к-варијације без понављања се помињу и као варијације к-те класе од n елемената без понављања, при чему број к одређује колико елемената има тражена к-торка (класа), а n  број елемената датог скупа.  

           
Број варијација се најчешће означава са   
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ПРИМЕР 7. Колико има  петоцифрених природних бројева чије су све цифре разли-чите?

                 Како прва цифра не може бити 0, то тражених петоцифрених бројева има 9(9(8(7(6 = 27 216, јер дуга цифра може бити било која од преосталих девет цифара, трећа било која од преосталих 8 цифара, четврта цифра било која од преосталих 7 цифара, а пету цифру је могуће изабрати од преосталих 6 цифара.(  

ЗАДАЦИ ЗА УВЕЖБАВАЊЕ

6. Колико се (смислених или бесмислених) речи од четири слова може напи-сати од слова речи ИНТЕГРАЛ? 

7. Колико се бројева мањих од 10 000 са различитим цифрама може написати помоћу цифара: 0, 1, 2, 3, 4 и 5?

8. Колико има шестоцифрених природних бројева који садрже бар две исте цифре?
9. Колико има троцифрених бројева са различитим цифрама таквих да је збир њихових цифара једнак 8? 

10. Колико има четвороцифрених природних бројева са различитим цифрама чији је производ цифара једнак 120?
11. Колико има n-тоцифрених природних бројева са различитим цифрама чији производ цифара је једнак 9! (9! = 362880)?

2.3.  ПЕРМУТАЦИЈЕ
     
Посебну пажњу заслужују n-варијације  скупа од n елемената.

              
Дефиниција 3.  Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената. Пемутација скупа Ѕ је свака n -варијацијом без понављања скупа Ѕ.    

Другим речима, пермутације су уствари варијације са понављањем n-те класе од n  елемената. 

        
ПРИМЕР 8.  Дат је скуп А = ( а, b, с (. Напиши и преброј сва бијективна пресликавања скупа А на самог себе.

        
Сва пресликавања скуп А = ( а, b, с ( која су ''1-1'' и ''на'' су:


[image: image3.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

c

b

a

c

b

a

    
[image: image4.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

b

c

a

c

b

a

    
[image: image5.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

c

a

b

c

b

a

    
[image: image6.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

a

c

b

c

b

a

    
[image: image7.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

b

a

c

c

b

a

    
[image: image8.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

a

b

c

c

b

a

.
             
Добија се 6 различитих пресликавања.
             
ТЕОРЕМА 3.  Број пермутација скупа Ѕ који има n елемената једнак је n !.


Доказ: Како су пермутације у суштини варијације са понављањем n-те класе од n  елемената, то је број пермутација једнак 
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ПРИМЕР 9.  У колико седмоцифрених бројева са различитим цифрама из скупа (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6( су цифре 1 и 2 једна до друге?  
       
Ако цифре 1 и 2 ''слепимо'' једну уз другу добијамо елемент х, па од ''цифара'' 0, х, 3, 4, 5, 6 правимо ''шестоцифрен'' број. Тражених бројева тада има 6! – 5!, јер изузимамо оне које почињу са 0. Како 1 и 2 могу бити ''слепљени'' у поретку 12, или у поретку 21, то је тражени одговор  2(6! – 5!) = 10(5!. (
        
У  литератури се број пермутација скупа од n елемената, тј. број n–варија-ција без понављања скупа од n  елемената означава са Р n. Дакле  Р n = n!.
ЗАДАЦИ ЗА УВЕЖБАВАЊЕ

12. Колико пермутација елемената скупа {1,2,3,4,5,6} почиње са 52? Колико премутација елемената датог скупа се завршава са 36?

13. Да ли је више петоцифрених бројева са различитим цифрама чије су све цифре парне или оних чије су све цифре непарне?

14. Написани су сви десетоцифрени бројеви са различитим цифрама. Колико од њих садржи непарне цифре 1, 3, 5, 7, 9 једну до друге: а) у датом поретку
13579?  б) У било ком поретку?

15. Дат је скуп А = ( а, b, с, d, e(. Ако све пермутације датог скупа запишемо у лексикографском поретку,  која по реду је пермутација сbdаe? Која пермута-ција је 44 по реду? 

16. Колико се (смислених или бесмислених) речи од девет слова може напи-сати од слова речи КОМПЈУТЕР ако се свако слово користи тачно једном? Која по реду је дата реч у лексикографском поретку (е, ј, к, м, о, п, р, т, у)?

2. 4.  ПЕРМУТАЦИЈЕ са понављењем

     
Појам пермутација са понављањем илустроваћемо једним примером.

        
ПРИМЕР 10.  Дат је скуп А = (1, 1, 1, 2, 2(. Колико има петоцифрених бројева написаних коришћењем датих цифара? 

        
Тражени петоцифрени бројеви су: 11122,  11212,  11221,  12112, 12121,  12211, 21112, 21121, 21211, 22111 и има их тачно 10.   

 Ако посматрамо све пермутације скупа А = ( а, b, с, d, e(, онда је број таквих пермутација 5! = 120.  Ако је при том  а = b =  с = 1  и  d =  e = 2, онда је јасно да пермутације   аbсde, асbde, bасde, bсаde, саbde, сbаde  и аbсеd, асbеd, bасеd, bсаеd, саbеd, сbаеd  (има их 12) представљају један те исти петоцифрен број 11122. Дакле,  од 120 пермутација скупа А = (а = 1, b = 1, с = 1, d = 2, e = 2(, свака се  суштински понавља 3! ( 2! = 12 пута и због тога је укупно 5! : (3! ( 2!) = 120:12 = 10 петоцифрених бројева. 

       
Дефиниција 4. Нека је Ѕ = (а1, а2, ... , аm( дати скуп који има n елемената, од којих се елеменат а1 понавља к1 пута, елеменат а2 понавља к2 пута, ...  елеменат аm понавља кm пута, тј.  к1 + к2 +  ... + кm = n.  Тада се пермутације скупа 
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 називају пермутације са понављањем   од n елемената, при чему се елементи а1, а2, ... , аm понављају к1,  к2, ... , кm пута.


Из изложеног примера и дате дефиниције 4 следи 

       
ТЕОРЕМА 2.  Број пермутација скупа  Ѕ који има n елемената, од којих се елеменат а1 понавља к1 пута, елеменат а2 понавља к2 пута, ... , елеменат аm понавља кm пута, при чему је  к1 + к2 +  ... + кm = n  једнак је   
[image: image11.wmf]!

...

!

!

!

2

1

m

k

k

k

n

.

             
Доказ:  Број пермутација од n елемената једнак је n!. Како се елеменат а1 понавља к1 пута, елеменат а2 понавља к2 пута, ...  елеменат аm понавља кm пута, то међу уочених n! пермутација има к1!  ( к2 !  ( ... ( кm!  идентичних, па је укупан број пермутација са понављањем  једнак  
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Број варијација са понављњем се најчешће означава са 
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ЗАДАЦИ ЗА УВЕЖБАВАЊЕ
17. Колико се смислених или бесмислених речи дужине 10 може написати коришћењем слова речи МАТЕМАТИКА?

18. Колико деветоцифрених бројева се може написати коришћењем цифара 
0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2? Колико од добијених бројева почиње цифром 1, а колико цифром 2?  Колико таквих дветоцифрених бројева се завршава цифрама 012?

19. Колико има седмоцифрених бројева у чијем декадном запису учествују цифре 6, 7, 8, 9, 0, тако да се једна цифра понавља тачно 3 пута, а све остале цифре су различите ?

20. Колико има петоцифрених бројева чији је збир цифара 5?

21. Колико има шестоцифрених бројева чији је производ цифара 64?

22. На колико начина се на шаховску таблу 8 х 8 могу разместити 8 топова, ако су топови: а) исте боје;  б) осам различитих боја?

2.5.  КОМБИНАЦИЈЕ БЕЗ ПОНАВЉАЊА
     
Код свих до сада разматраних комбинаторних конфигурација поредак елемената је играо важну улогу. Наиме, ако посматрамо скуп  Ѕ = ( 5, 5, 6, 6, 6 (, онда је јасно да варијација 566 није иста као варијација 656, нити је пермутација 55666 идентична са пермутацијом 65656. Слично, реч МАМА и реч АМАМ нити јесу исте, нити имају исто значење. У наредним примерима третирамо комбина-торне конфигурације код којих поредак елемената нема значаја.

        
ПРИМЕР 11. У групи од 6 особа, бира се делегација која броји 2 члана. Колико различитих делегација је могуће изабрати?

               
Првог члана делегације је могуће изабрати од 6 особа, а другог од преосталих 5 особа. Како је делегација ХУ идентична делегацији УХ, то је укупан број могућих делегација  
[image: image16.wmf]!
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ПРИМЕР 12.  У равни је дато је пет неколинераних тачака  А, В, С, D, E. Kолико троуглова је одређено датим тачкама?

               
Ако набројимо могуће троуглове, онда су то: АВС, АВD, АВЕ, АСD, АСЕ, АDЕ, ВСD, ВСЕ, ВDЕ, СDЕ. То значи да таквих троуглова има 10. 

            
Међутим, прво теме троугла можемо изабрати од 5 датих тачака, друго теме бирамо од преостале 4 тачке, а треће теме троугла се бира од могуће 3 тачке. На основу правила производа број могућих троуглова је 5 ( 4 ( 3 = 60 троуглова. 

              
Зашто су добијена два различита резултата? Зато што смо приликом дру-гог пребројавања сваки троугао бројали тачно 6 пута, јер је, на пример троугао АВС, посматран и у форми АСВ, ВАС, ВСА, САВ, СВА.  То значи да међу 60 уочених 3-варијација од 5 елемената, сваких 3! Варијација идентично, па је број тражених троуглова једнак 
[image: image17.wmf]!
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Дефиниција 5. Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената и нека је к природан број (0 ( к ( n). Под к-комбинацијом без понављања скупа Ѕ подра-зумева се сваки подскуп скупа Ѕ који има к елемената.    


Из изложених примера и дате дефиниције 5. може се наслутити 

       
ТЕОРЕМА 5. Нека је Ѕ дати скуп који има n елемената и нека је к приро-дан број такав да је (0 ( к ( n). Број к-комбинација без понављања скупа Ѕ једнак је  
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Доказ:  Како скуп А има  n  елемената, елементи подскупа (аi1, ai2, ... , aik( који има к елемената могу се изабрати на  n( (n – 1 )( n – 2 ) ( ... ( (n – к + 1) начина. Како се елементи одабраног подскупа (аi1, ai2, ... , aik( пермутују на к! начина, то се свака од уочених к-варијација (без понављања) понавља к! пута, јер у подскупу није битан поредак елемената. Значи да је укупан број к-комбинација без пона-вљања једнак количнилу броја к-варијација са к!, тј.  
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У  литератури се к-комбинације без понављања помињу и као комби-нације к-те класе од n елемената, при чему број к одређује колико елемената има тражени подскуп (класа), а n  број елемената датог скупа.  

            
Број комбинација се најчешће означава  
[image: image22.wmf]!
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Број комбинација  без понављања се често означава и са 
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Како скуп од n елемената има један подскуп са 0 елемената (то је празан скуп) и један подскуп са n елемената (сам тај скуп) то је 
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ПРИМЕР 13.  За испит из дискретне математике формулисано је 100 испитних питања. Колико се различитих испитних цедуља може направити, ако испитна цедуља садржи три питања?

               
Како од 100 питања бирамо 3 питања то је највећи могући број испитних  цедуља једнак  
[image: image25.wmf].

161700

1

2

3

98

99

100

!

3

98

99

100

3

100

=

×

×

×

×

=

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

(
      
ПРИМЕР 14.  На колико начина три друга могу да поделе 50 динара, тако да свако од њих добије бар један динар? 

               
Тражену поделу прикажимо графички:

( ( ( ( ( ( ( ( ( ...  ( ( ( (  ...  ( (( ( ( (
            
Очигледно да две уочене преграде деле 50 датих динара на три непразна скупа у којима се налази бар по један динар. Поставља се питање на колико места се могу ставити те две преграде. Јасно је да је број таквих места 49, па је укупан број могућих подела  
[image: image26.wmf].
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ПРИМЕР 15.   Доказати :    а)   
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б)    
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Како је  
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Из  
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ЗАДАЦИ ЗА УВЕЖБАВАЊЕ

23. У такмичењу Супер рукометне лиге наступа 16 клубова који играју свак са сваким у јесен и пролеће. Колико утакмица се одигра у току једног прве-нства? 

24. Колико различитих исхода је могуће у поуларној игри ЛОТО, ако је у опти-цају 39 бројева (1, 2, 3, ..., 38, 39), а играч заокружује 7 бројева?

25. Кошаркашки тим чине 5 бекова, 4 центра и 3 крила. На колико начина се може формирати петорка, ако у њој морају играти бар 2 бека и бар 1 центар?
26. Колико има шестоцифрених бројева чији декадни запис садржи тачно три цифре од којих је свака употребљена по два пута? 

27. Колико има четвороцифрених бројева у којима је свака цифра: а) мања од претходне; б) већа од претходне?

28. У врећи се налази 5 црвених, 6 плавих и 7 белих куглица исте величине. Одједном се извлаче три куглице. На колико начина се могу извући:

а)  Три куглице исте боје;

б)  Три куглице различите боје;

в)  Више црвених него белих куглица;

г)  Непаран број плавих куглица?

29. Дата је једначина  х1 + х2 + ... + хк = n (к (  n). Колико решења у скупу приро-родних бројева има дата једначина.
30. Свака страница квадрата подељена је тачкама на n дужи. Колико има троу-глова чија су темена деоне тачке, ако темена квадрата нису деоне тачке?

2.6.  КОМБИНАЦИЈЕ СА ПОНАВЉАЊЕМ

     
Комбинације са понављањем описујемо коришћењем следећег примера: 
        
ПРИМЕР 16.  У продавници спортске опреме има три врсте лопти: за кошарку, одбојку и рукомет. На колико начина се могу купити 4 лопте?

            Јасно је да се овде ради о комбинацијама, јер поредак куповине лопти није значајан. Међутим очигледно је и да је реч о понављању лопти, јер бар једна лопта се мора поновити. Могући распореди лопти су: 4+0+0 (све четири лопте су исте врсте), 3+1+0 (три су једне, а једна друге врсте), 2+2+0 (по две лопте од сваке врсте) и 2+1+1 (две лопте једне врсте и по једна лопта од преосталих врста). 
           
Конкретно има 15 могућности:
(4+0+0) 
кккк,  
оооо,  
рррр
(3+1+0)      
ккко, 
кккр, 
ооок, 
ооор, 
рррк, 
ррро
(2+2+0)    
ккоо, 
ккрр,
оорр
(2+1+1)  
ккор,
оокр,
ррко. (
    
Очигледно је да се проблем пребројавања свих могућности заснива на једноставној једначини  m1 + m2 + m3 = 4,  где су  m1,  m2,  m3 ненегативни цели бројеви који представљају број купљених кошаркашких, одбојкашких и руко-метних лопти. Решења уочене једначине су: 4 + 0 + 0 = 0 + 4 + 0 = 0 + 0 + 4 = 3 + 1 + 0 = 3 + 0 + 1 = 1 + 3 + 0 = 0 + 3 + 1 = 1 + 0 + 3 = 0 + 1 + 3 = 2 + 2 + 0 = 2 + 0 + 2 = 0 + 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 2. 


Ако желимо да проблем уопштимо онда тражимо број ненегативних целобројних решења једначине  m1 + m2 + ... + mк = n.        
        
ПРИМЕР 17.  Колико ненегативних целобројних решења има једначина  m1 + m2 + ... + mк = n  (0  (  m1, m2, ... , mк  ( n)?        
        
У решавању проблема послужимо се моделом сличним моделу из приме-ра 14, с тим што ћемо уместо новчића у низ поређати  n  јединица (јер је њихов збир управо n).  

1  1  1  1 ( 1  1  1 ( 1  1  1  1  1 ...  1  1  1  1   ...  1 1( 1 1 1 1 

               
Ако n јединица преградимо са  к – 1  преградом, онда је сваким таквим распоредом дефинисано једно решење дате једначине. Значи да пребројавање броја решења подразумева, пребројавање места на којима је могуће поставити преграде. С обзиром да бројеви m1, m2, ... , mк могу бити и нуле преграде је могуће ставити и пре прве јединице, али и иза последње  јединице.

           
Ако је за преграде испред прве јединице резервисано р места, онда иза последње јединице преостало још к – 1 – р  места, па је укупан број позиција на које је могуће распоредити преграде  једнак  р  + n + к – 1 – р  = n + к – 1.  Дакле, к – 1 преграда се распоређује на  n + к – 1  места. То је могуће учинити на укупно 
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Дефиниција 6.  Нека су а1, а2, ... , ак  објекти којих има к врста. Ако се на произвољан начин од к датих објеката бира n објеката, при чему редослед избора није важан, говоримо о n-комбинацијама са понављањем од к елемената а1, а2, ... , ак . 


Поставља се питање како пребројати све n-комбинације са понављањем од к елемената  а1, а2, ... , ак.  Из изложених примера 16. и 17. и дате дефиниције 5. може се наслутити 

       
ТЕОРЕМА 6.   Број  n-комбинације са понављањем од к елемената а1, ... ак једнак је 
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Доказ:  Како код комбинација поредак елемената није битан, свака од 
n-комбинације са понављањем од к елемената а1, а2... ак  се може се приказати у облику   
[image: image35.wmf]4
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, јер се елементи а1, а2... ак  могу понављати m1, m2, ..., mк пута, тако да је m1 + m2 +...+ mк = n (0 ( m1, m2, ... , mк ( n).   

          
То значи да је број n-комбинације са понављањем од к елемената једнак броју решења једначине m1 + m2 +...+ mк = n (0 ( m1, m2, ... , mк ( n).

            Из примера 17. следи да је број решења једначине m1 + m2 + ... + mк = n  једнак  
[image: image36.wmf].
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Број  n-комбинација са понављањем од к елемената се најчешће означава са   
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ЗАДАЦИ ЗА УВЕЖБАВАЊЕ

31. На колико начина 5 девојчица може да подели 15 цветова, ако:
  
а)  свака девојчица мора добити бар један цвет;
  
б)  подела цветова је произвољна?

32. Kолико решења има једначина  х1 + х2 + х3 + х4 + х5 = 2011, у скупу:
а)   (;   б) (о;  в)  (.
33. Колико решења у скупу природних бројева има једначина  х1(х2( х3 (х4 = 32?

34. Колико има троцифрених бројева чији је збир цифара једнак 9?

35. На колико начина се 12 једнаких куглица могу распоредити у 6 кутија:
     
а)  без ограничења;

            б)  тако да три кутије буду празне?

2.7.  Препоручујемо да прочитате

(1( 
Павле Младеновић:  Комбинаторика, Друштво математичара Србије, 
         
Београд, 2001. 

 
*  Варијације, пермутације и комбинације (страна 7-14)

*  Примери (страна 14-18)
*  Један геометријски метод пребројавања варијација (стране 19-21).
(2( 
Ратко Тошић:  Комбинаторика, Универзитет у Новом Саду, 
         
Нови Сад, 1999. 

 
*  Комбинације без понављања (страна 29-33)

*  Број решења једначине  х1 + х2 + ... + хк = n  (страна 38)
   
*  Речи датог типа (страна 39-40)

(3( 
James A. Andеrson:  Дискретна математика са комбинаториком
         ЦЕТ Београд, Београд 2005  

 
*  Пермутације и комбинације (страна 381-386)

*  Генерисање пермутација и комбинација (страна 393-396).
2.8.  ДА – НЕ ПИТАЊА 

36. Код пермутација је важан поредак елемената?
37. Варијација  АВС је идентична варијацији САВ?
38. Број трочланих подскупова скупа (1, 2, 3, 4, 5( једнак је 15?
39. Пермутација 54321 је 120-та пермутација у лексикографском поретку свих пермутација без понављања скупа (1, 2, 3, 4, 5(? 
40. Од цифара  1, 1, 1, 8, 8  може се написати 10 петоцифрених бројева?

41. Приликом истовременом окретања 7 новчића могуће је 127 исхода?
42. Једначина  х1 + х2 = 100 има тачно 100 решења у скупу природних бројева?
43. На тениском турниру учествују 32 тенисера. Да би се добио победник потребно је одиграти 31 меч?
44. Десетоугао има 28 дијагонала.

45. Код комбинација није важан поредак елемената?

























































































































































































































































































































































































































�     У литератури има и ознака � EMBED Equation.3  ���, али ми смо се због  ознаке  � EMBED Equation.3  ��� , с којом ћемо се     �       касније сусрести определили за дату. 


�     Лексикографским поретком комбинаторних конфигурација биће посвећен и један број �       задатака за програмирање.    
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