11.  Dirihleov  princip
     
U prethodnim razredima smo se upoznali sa Dirihleovim principom i naučilin da ako treba  kn + 1 kuglicu rasporediti u  k  kutija , onda pri ma kom rasporedu kuglica postoji bar jedna kutija u kojoj se nalazi bar n + 1 kuglica. Videli smo i da se Dirihleov princip najefikasnije dokazuje svođenjem na protivurečnost, jer ako bi bio moguć drugačiji raspored, tj. raspored u kome bi u svakoj od  k  kutija bilo  n  ili manje kuglica onda bi ukupan broj kuglica bio manji, ili eventualno jednak  nk, što je suprotno pretpostavci da je raspore-đena  nk + 1 kuglica.

           
Međutim Dirihleov princip je mnogo više od kutija i kuglica i ima mnogobrojne primene u praksi i matematičkoj teoriji (brojevi, geometrija, logičko-kombinatorni problemi …). Primeri i zadaci koji slede imaju za cilj da prikažu neke od mogućih, a raznovrsnih  primena Dirihleovog principa.  
PRIMER 1.

Dokazati da postoji prirodan broj koji počinje ciframa  9876543210, a deljiv je sa 2011. 

Rešenje: Uočimo brojeve:  x1 = 9876543210,  x2 = 98765432109876543210  ... , x2012  od kojih svaki sadrži jednu, dve, ..., 2012 grupa cifara 9876543210. Pri deljenju sa 2011 tih 2012 brojeva daju ostatke 0, 1,... 2010. Kako je 2012 brojeva, a 2011 ostataka to među uočenim brojevima postoje dva broja koji imaju jednake ostatke. Neka su to brojevi  xi = 2011a + r   i  xj = 2011b + r. Tada je xi  – xj = 2011a + r – (2011b + r) = 2011(a – b) = 98765432109876543210 ... (i grupa cifara) – 98765432109876543210 ... (j grupa cifara) = 9876543210 ...0000 (i – j grupa cifara 9876543210 i sve ostalo su nule). Jasno je da dobijeni broj počinje sa 9876543210 i deljiv je sa 2011.

PRIMER 2. 
Data su 52 proizvoljna prirodna broja. Dokazati da među njima postoje dva čiji zbir ili razlika je deljiva sa 100. Važi li dato tvrđenje za 51 broj ? 

Rešenje: Ako se dati brojevi rasporede u klase prema dvocifrenom završetku tako da jednu klasu čine brojevi sa dvocifrenim završetkom 00, drugu sa dvocifrenim završetkom 01 i 99, treću sa dvocifrenim završetkom 02 i 98,  ..., pedesetu klasu brojevi čiji su dvocifreni završetci  49 i 51 i pedeset i prvu klasu brojevi čiji je dvocifreni završetak 50, onda ima 52 broja, a 51 klasa pa na osnovu Dirihleovog principa postoji bar jedna klasa u kojoj se nalaze bar dva broja. Jasno je da je zbir ili razlika ta dva broja deljiva sa 100.

Tvrđenje ne važi ako ima 51 broj. Na primer skup brojeva  50, 51, 52, ..., 99, 100 sadrži 51 broj, ali ne postoje dva broja čiji je zbir ili razlika deljiva sa 100, jer za zbir brojeva s važi nejednakost 101 ( s ( 199, a za razliku brojeva r nejednakost 1 ( r ( 50.  

PRIMER 3. 

Posmatrajmo niz četvorocifrenih brojeva koji predstavljaju poslednje četiri cifre brojeva 3, 32, 33, 34 ... To je niz 0003, 0009, 0027, 0081, 0243, 0729, 2187, ... Dokazati da je počev od nekog člana dati niz periodičan.

Rešenje:  Niz  3, 32, 33, 34 ... ima najviše 10(10(10(4 = 4000 četvorocifrenih završetaka (za prve tri cifre kandidati su svaka od 10 cifara, a za poslednju cifru samo 1, 3, 7 i 9). Na osnovu Dirihleovog principa zaključujemo da već u nizu 3, 32, 33, ...34000, 34001 postoji 4001 broj, a 4000 četvorocifrenih završetaka, što znači da postoje dva koji imaju jednake četvorocifrene završetke. Neka su to 3a = 104m + r  i  3b = 104n + r. Tada je 3a – 3b = 104(m – n). Množenjem dobijene jednakosti sa 3p  dobija se  3a+p – 3b+p  = 3p (104(m – n), a to znači da i brojevi  3a+p  i  3b+p  za svaki prirodan broj p imaju jednake četvorocifrene ostatke, što dokazuje da je niz četvorocifrenih ostataka stepena broja 3 periodičan.  
PRIMER 4.  

Dato je sedam duži od kojih je svaka veća od 10 cm, a manja od 1 m. Dokazati da među datima postoje tri duži od kojih se može sastaviti trougao.          

Rešenje:  Neka su dužine datih duži   d1, d2, ... , d7.  Tada je  10cm ( d1 ( d2  ( ... (  d7 < 100cm. Od najmanje tri duži se ne može sastaviti trougao, ako je d3 (  d1  + d2  ( 10 + 10 = 20cm. Slično trougao se ne može sastaviti ni ako je d4 ( d2  + d3 ( 10 + 20 = 30cm. Ako se postupak nastavi dobija se d5  (  d3  + d4  ( 20 + 30 = 50cm,  d6 ( d4  + d6  ( 30 + 50 = 80cm  i konačno ako je d7  (  d5  + d6  ( 50 + 80 = 130cm. Kako je po pretpostavci d7 < 100cm dobili smo protivurečnost, što znači da se od datih duži uvek može sastaviti trougao.

PRIMER 5.

U kvadratu stranice 15 cm raspoređeno je 20 disjunktnih kvadrata stranice 1 cm. Dokazati da postoji krug poluprečnika 1 cm koji ne dodiruje nijedan od datih kvadrata.

Rešenje: Oko, a unutar datog kvadrata formira se ’’zaštitna zona’’ širine 1cm, tako da ’’slobodna zona’’ predstavlja kvadrat čija je stranica 13cm, a površina 169cm2.  Slično, oko svakog od 20 disjunktnih kvadrata opiše se figura F (vidi sliku) koja sadrži ’’zaštitnu zonu’’ od 1 cm oko svakog od datih kvadrata. 
Kako je površina svake od 20 figura F jednaka (5 + ()cm2 , to ukupna površina koju prekriva 20 figura F iznosi najviše 20((5 + () < 165cm2 < 169cm2. To znači da postoji bar jedna tačka S koja se nalazi u ’’slobodnoj zoni’’. Krug sa centrom u tački S poluprečnika 1cm je traženi krug, jer se on zbog postojanja ’’zaštitne zone’’ sigurno nalazi unutar datog velikog kvadrata i ne dodiruje nijedan od malih kvadrata. 
ZADACI
1. Dokazati da je između 100 proizvoljnih celih brojeva uvek moguće izabrati 15 takvih da je razlika bilo koja dva od njih deljiva sa 7.

2. Dato je proizvoljnih 1111 prirodnih brojeva. Dokazati da bar 124 od datih brojeva počinje istom cifrom, bar 112 datih brojeva se završava istom cifrom i bar 13 brojeva počinje i završava se istom cifrom.

3. Dokazati da se među 51 proizvoljnih, a različitih prirodnih brojeva manjih od 100 mogu izabrati tri takva da je jedan od njih jednak zbiru ostala dva.

4. Dato je 20 različitih prirodnih brojeva manjih od 65. Dokazati da među svim mogućim razlikama tih brojeva postoje bar četiri jednake.

5. Dokazati da postoji prirodan broj koji se u dekadnom zapisu zapisuje samo šesticama i nulama koji je deljiv sa prirodnim brojem  n. 
6. Brojevi od 1 do 10 zapisani su u niz u proizvoljnom poretku, a svaki od njih je sabran sa svojim rednim brojem. Dokazati da među dobijenim zbirovima postoje bar dva čija je poslednja cifra jednaka.

7. Prirodni brojevi od 1 do 2n zapisani su u proizvoljnom poretku, a zatim je ispod svakog od njih napisan njegov redni broj u tom nizu. Svaki broj je potom sabran sa svojim rednim brojem. Dokazati da među tako dobijenim brojevima postoje dva čija je razlika deljiva sa 2n.

8. Ako se iz skupa prvih 2n prirodnih brojeva izabere n+1 brojeva, dokazati da postoje bar dva od njih od kojih je jedan deljiv drugim. 

9. Dokazati da postoji stepen broja 3 čija se reprezentacija u dekadnom zapisu završava ciframa 0001.

10. U skupu od 10 bilo kojih dvocifrenih brojeva postoje dva disjunktna podskupa takva da je zbir elemenata u jednom podskupu jednak zbiru elemenata u drugom podskupu. Dokazati.

11. Dokazati da se među 39 uzastopnih prirodnih brojeva nalazi bar jedan broj čiji je zbir cifara deljiv sa 11.
12. Mase 50 mašina iznose 370kg, 372kg, 374kg, ... ,466kg i  468kg. Mogu li se tih 50 mašina transportovati sa 7 kamiona nosivosti tačno 3 tone? 
13. Čvorovi beskonačne  kvadratne mreže obojeni su crvenom ili plavom bojom. Dokazati da postoje dve horizontalne i dve vertikalne linije koje grade u kvadratnoj mreži pravougaonik čija su sva temena iste boje.     

14. U kocki čija je ivica 13 cm na slučajan način je raspoređeno 2011 tačaka. Dokaži da postoji ’’kockica’’ ivice 1cm unutar koje se ne nalazi ni jedna od datih tačaka. 

15. U staklenoj kocki ivice 1 m nalazi se 2011 muva. Dokazati da postoji sfera poluprečnika 1/11 unutar koje se u svakom trenutku, bez obzira na raspored muva, nalaze bar 3 muve.

16. Dato je 9 pravih od kojih svaka deli dati kvadrat ABCD na dva trapeza čije se površine odnose kao 2:3. Dokazati da postoji tačka kroz koju prolaze bar 3 date prave. 

17. Unutar konveksnog 2n-tougaonika data je tačka M. Kroz tačku M i svako teme uočena je prava. Dokazati da postoji strana mnogougla s kojom ni jedna prava nema zajedničkih unutrašnjih tačaka.

18. Unutar kvadrata stranice 1 cm raspoređeno je nekoliko krugova čiji zbir obima je 10 cm. Dokazati da postoji prava koja preseca bar 4 data kruga.

19. Unutar kvadrata stranice 1 cm nalazi se konveksan mnogougao sa 100 stranica. Dokazati da postoji trougao, čija su temena - temena datog mnogougla i čija je površina manja od 0,0008 cm2.

20. Svaka tačka ravni na proizvoljan način je obojena jednom od tri boje. Dokazati da u datoj ravni postoje dve tačke iste boje čije je rastojanje 1 cm .

REŠENJA
1. Proizvoljnih  100  celih brojeva pri deljenju sa 7 daje sedam mogućih ostataka:  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kako je 100 : 7 = 14(2), to postoji bar 14 + 1 = 15 celih brojeva koji pri deljenju sa 7 daju jednake ostatke. Tada je razlika bilo koja dva od njih deljiva sa 7, jer ako je xi = 7a + r  i  xj = 7b + r, onda je xi – xj = 7(a – b).
2. Datih 1111 prirodnih brojeva počinje sa 9 mogućih cifara. Kako je 1111:9 = 123(4), to znači da postoji prva cifra koja zastupljena bar 123 + 1 = 124 puta. Slično, datih 1111 prirodnih brojeva završava se sa 10 mogućih cifara. Kako je 1111:10 = 111(1), to znači da postoji poslednja cifra koja zastupljena bar 
111  + 1 = 112 puta. Kombinacija prva-poslednja cifra ima tačno 9(10 = 90. Kako je 1111:90 = 12(31), to postoji bar 13 brojeva koji počinju i završavaju se jednakim ciframa.
3. Kako su dati brojevi različiti, to se uvek mogu rasporediti u niz  x1 < x2  … < x50 < x51 < 100. Ako se uoči niz brojeva x51 – x1 > x51 – x2  > … > x51 – x50  > 0 onda postoji  ukupno 51 + 50 = 101 broj, koji uzimaju vrednosti od 1 do 99, tj. 99 vrednosti. Na osnovu Dirihleovog principa postoje bar dva broja koja su međusobno jednaka. Očigledno je da ta dva broja nisu u istom nizu, jer je prvi niz rastući, a drugi opadajući. Dakle postoje brojevi  xi  i   x51 – xj takvi da je  xi  =  x51 – xj  što znači da je  xi  + xj = x51.   

4. Razlika r bilo koja dva izabrana broja ispunjava nejednakost 1 ( r ( 63, pa r može da uzme najviše 63 vrednosti. Ako se formiraju sve moguće razlike 20 izabranih različitih prirodnih brojeva, onda se dobija tačno 190 razlika. Kako je 190 : 63 = 3(1), to postoje bar 3 + 1 = 4  jednake razlike izabranih brojeva.    
5. Zadatak se rešava veoma slično primeru 2, s tim što se posmatra niz brojeva x1 = 6, x2 = 66, ... 
xn+1 = 666 ... 666 (n + 1 šestica).

6. Neka su zapisani brojevi  x1, x2, ..., x10 i neka su njihovi redni brojevi 1, 2, ..., 10. Dobijeni zbirovi su  x1 + 1, x2 + 2,  ..., x10 + 10. Suma dobijenih zbirova je  x1 + 1 x2 + 2 + ... +x10 + 10 = 55 + 55 = 110. Ako bi se zbirovi  x1 + 1, x2 + 2,  ..., x10 + 10 završavali različitim ciframa, onda bi poslednja cifra njihove sume bila petica (jer je .0 + .1 + .2 + ... + .8 + .9 =  .5). Protivurečnost.

7. Neka su zapisani brojevi  x1, x2, ..., x2n i neka su njihovi redni brojevi 1, 2, ..., 2n. Dobijeni zbirovi su  x1 + 1, x2 + 2,  ..., x2n + 2n. Neka dobijeni zbirovi pri deljenju sa 2n daju redom količnike q1, q2, ..., q2n i ostatke r1, r2, ..., r2n. Tada je x1 + 1 = 2nq1 + r1,  x2 + 2 = 2nq2 + r2 ... , x2n + 2n = 2nq2n + r2n.  Sledi da je 
S = x1 + 1 + x2 + 2 + ... +x2n + 2n = 2(1 + 2 + ...+ 2n) = 2n(2n + 1). S druge strane je S = 2nq1 + r1  + 2nq2 + r2 + ... + 2nq2n + r2n  = 2n(q1 + q2 +  ... + q2n)  + (r1 + r2 + ... + r2n). Ako su svi ostaci pri deljenju sa 2n različiti onda je  r1 + r2 + ... + r2n  = 0 + 1 + 2 + ... + 2n – 1 = n(2n + 1).  Dobija se 2n(2n + 1) = 2nQ + n(2n – 1) ili posle deljenja sa n jednakost  2(2n + 1) = 2Q + (2n – 1). što nije moguće, jer je sa leve strane  paran, a sa desne strane neparan broj. To znači da nisu svi ostaci različiti, već da postoje bar dva jednaka. Iz ove činjenice neposredno sledi i traženo tvrđenje.

8. U skupu od 2n prirodnih brojeva postoji n neparnih 1, 3, ...,2n – 1 i n parnih brojeva 2, 4, 6, ... ,2n. Uočimo skupove koje čine neparni brojevi i njihovi proizvodi sa 2, 4, 8, 16 ... dakle stepenima broja 2. Ti skupovi su:  S1 = (1, 2, 4, 8, 16 ...(, S2 = (3, 6, 12, 24, 48 ...(, S3 = (5, 10, 20, 40, 80 ...( ... Sn-1 = ( 2n - 3( i Sn = (2n - 1(. Uočeni skupovi S1, S2 ... Sn su disjunktni i sadrže sve prirodne brojeve od 1 do 2n. Kako je izabran n + 1 prirodan broj, a ima n skupova, to postoji skup Sk = ( 2k – 1, 2(2k -1), 4(2k – 1) ...( unutar koga se nalaze dva od n + 1 izabranih prirodnih brojeva. Jasno je da se u svakom od skupova Sk nalaze brojevi u koji zadovoljavaju traženi uslov da je jedan od njih deljiv  drugim.

9. U primeru 3 videli smo da postoje stepeni broja 3 za koje važi jednakost 3a – 3b = 104(m – n). Sledi da je 3a(3a-b – 1) = 104(m – n), odnosno 
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. Kako su 104  i 3b uzajamno prosti brojevi, to je m – n deljivo sa 3b, pa je  3a-b – 1 = 104 ( p.  Tada je 3a-b = p104  + 1 = ...0001, čime je dokaz završen. 
10. Neka su izabrani dvocifreni prirodni brojevi  n1, n2 , ... , n10 . Od 10 izabranih brojeva može se konstruisati 210 – 1 = 1023 neprazna podskupa. Najmanji zbir bojeva u jednom podskupu je 10, a najveći 
90 + 91 + ... + 99 = 945. Dakle, moguće je napraviti  945 – 9 = 936 raznih vrednosti. Kako je podskupova 1023, a 936 vrednosti to postoje bar dva podskupa čiji elementi imaju isti zbir. Neka su  Si  i  Sj  podskupovi  koji imaju jednak zbir elemenata. Ako su  Si  i  Sj disjunktni, problem je rešen. Ako nisu, onda i iz jednog i iz drugog treba odstraniti zajedničke elemente. 
11. Neka je  n  prirodan broj. Među brojevima n, n + 1, ..., n + 19 postoje dva kod kojih je poslednja cifra nula. Bar kod jednog od tih brojeva pretposlednja cifra nije jednaka 9. Neka je taj broj jednak a i neka je zbir njegovih cifara jednak s. Tada je a  + 19 ( n + 19 + 19 = n + 38 i brojevi a, a + 1, a + 2, ..., a + 19 imaju zbir cifara s, s + 1, s + 2, ... , s + 10. Kako među jedanaest uzastopnih prirodnih brojeva postoji broj koji je deljiv sa 11, to je zbir cifara bar jednog od brojeva  n, n + 1, ..., n + 38 deljiv sa 11.  
12. Ako 50 mašina treba da rasporedimo na 7 kamiona, onda na osnovu Dirihleovog principa postoji kamion koji treba da transportuje bar 8 mašina. Najmanja moguća masa 8 mašina je 370 + 372 + ... + 382 + 384 = 3016kg > 3t, što znači da 7 kamiona nije dovoljno za prevoz mašina. 
13. Na osnovu Dirihleovog principa od tri izabrana čvora na istoj horizontali, bar dva su iste boje. Zato  se uoče se tri vertikale i posmatraju svi mogući rasporedi obojenosti čvorova koji se na njima nalaze. Mogućih, a različitih rasporeda je 23 = 8 i to su:

                                                              P                   P                                    P

1  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              P                   P                                    C

2  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              P                   C                                    P

3  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              C                   P                                    P

4  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              P                   C                                    C

5  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              C                   P                                    C

6  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              C                   C                                    P

7  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                                                              C                   C                                    C

8  ---------------o---------------o---------------------------o----------------

                  Jasno je da se i u okviru postojećih rasporeda mogu uočiti oni koji ’’zatvaraju’’ pravougaonik čija su sva temena iste boje, ali i da će se svaka sledeća horizontala ponoviti jedan od 8 mogućih rasporeda, što je dovoljno za dokaz da postoji pravougaonik čija su sva temena iste boje.

14. Zapremina kocke čija je ivica 13 cm je 2179 cm3. Kako je 2179 kubnih centimetara, a 2011 tačaka, to znači da ma kako da su tačke raspoređene postoji ’’kockica’’ ivice 1cm unutar koje se ne nalazi ni jedna tačka. 

15. Kako je 2011 muva, a 1000 kubnih decimetara i kao je 2011:1000 = 2(11), to postoji kubni decimetar unutar koga se nalaze bar 2 + 1 = 3 muve. Ostaje da se dokaže da se oko kubnog decimetra može opisati  sfera poluprečnika 1/11m = 10/11cm. Dokaz sledi direktno iz činjenice da je prečnik sfere veći od dijagonale kubnog decimetra, tj. 20/11 > 
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. 
16. Ako prava deli dati kvadrat ABCD na dva trapeza čije se površine odnose kao 2:3, onda prava prolazi kroz tačku koja deli srednju liniju kvadrata u odnosu 2:3. Kako takvih tačaka ima 4 (na svakoj srednjoj liniji kvadrata po 2), to na osnovu Dirihleovog principa postoji tačka kroz koju prolaze bar tri date prave, jer je 9:4 = 2(1).
17. Ako je data tačka M na nekoj, na primer dijagonali  AiAj  konveksnog 2n-tougaonika, onda prave AiM i AjM nemaju zajedničkih unutrašnjih tačaka ni sa jednom od stranica 2n-tougaonika.
             
Ako M nije ni na jednoj dijagonali posmatramo dijagonalu A1An+1 koja dati 2n-tougaonik deli tako da se i sa jedne i sa druge strane uočene dijagonale nalazi po n – 1 teme 2n-tougaonika. Neka je tačka M unutar mnogougla A1A2...An+1. Tada prave MAn+1, MAn+2, ... MA2n, MA1   ne seku stranice An+1An+2, ... A2nA1, dakle n stranica, što znači da mogu seći najviše n preostalih stranica. Slično prave MA2, MA3, ... MAn, dakle n – 1 prava može seći najviše n – 1 stranicu. Kako imamo 2n stranica, a najviše n + n -1 = 2n – 1 preseka, to postoji bar jedna stranica koju ne preseca ni jedna prava.

18. Neka je u kvadrat  upisano n krugova čiji su poluprečnici  r1, r2, ... rn. Tada je zbir obima svih kru-gova jednak  S =  2(r1 + 2(r2 + ... + 2(rn = 2((r1 + r2 + ... + rn) = 10, pa je  r1 + r2 + ... + rn = 
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. Kako prečnik svakog od upisanih krugova manji od 1, to je 2ri < 1, tj. ri < 
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, pa je broj upisanih krugova n > 3, tj.broj upisanih krugova je 4 ili više. Ako prečnike svih upisanih krugova projektujemo na srednju liniju kvadrata, onda je zbir svih projektovanih duži, tj. prečnika jednak 
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. Sledi da na srednjoj liniji kvadrata postoji tačka M koja je unutrašnja tačka bar 4 projektovana prečnika. Tražena prava sadrži tačku M, normalna je na srednju liniju kvadrata i preseca bar 4 upisana kruga. 
19. Obim konveksnog mnogougla je manji od obima kvadrata, pa je Om < 4cm. Ako stranice mnogo-ugla imaju dužinu A1A2 = a1, A2A3 = a2, …, A100A1 = a100, onda je (a1 + a2) + (a2 + a3) + … + (a99 + a100) + (a100 + a1) = 2(a1 + a2, …, + a100) < 8. Kako među sumama (a1 + a2), (a2 + a3), … (a99 + a100), (a100 + a1) postoji najmanja, to za tu najmanju sumu ai + ai+1 važi nejednakost  ai + ai+1  < 8/100 = 0,08. 

              
Površina trougla AiAi+1Ai+2  jednaka je 
[image: image8.wmf]2
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to na osnovu nejednakosti između geometrijske i aritmetičke sredine važi  P = 
[image: image10.wmf](
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20. Neka je data ravan obojena crvenom (I), plavom (II) ili belom bojom (III). Uočimo u proizvoljno obojenoj ravni tačku  X koja je, na primer boje (I). Oko tačke X konstruišemo kružnicu k (X, r = 
[image: image11.wmf]3

cm), tj. kružnicu poluprečnika 
[image: image12.wmf]3

cm. Na dobijenoj kružnici izaberemo proizvoljnu tačku T. 
          
Ako je T boje (II), onda nad duži XT kao dijagonalom konstruišemo romb XYTZ čije su sve stranice 1cm, a i dijagonala YZ iznosi 1cm ((XTY = (XTZ = 30o). Ako je tačka Y boje (I), onda je XY tražena duži,jer su i X i Y boje (I). Ako je Y boje (II) onda su YT tražena duž, jer su i Y i T boje (II), Zato neka je Y boje (III). Na osnovu Dirihleovog principa od 4 tačke XYZT koje su 3 boje, bar 2 su iste boje, tj. tada je Z boje (I), (II) ili (III). Ako je Z boje (I), onda je XZ tražena duž. Ako je Z boje (II) onda je TZ tražena duž, a ako je Z boje III, onda je YZ tražena duž.

    
Ako je T boje (III), onda je postupak potpuno identičan, a razmatranje analogno.

           
Ako je T boje (I), onda se na kružnici uoči tačka T1 koja je od tačke T udaljena 1cm. Ako je T1 boje (I), onda je duž TT1 tražena duž, a ako T1 nije boje (I) onda se već opisani postupak odvija nad duži XT1. 
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