3. SISTEMI LINEARNIH JEDNAČINA

Sadržaji o sistemima linearnih jednačina čine zanimljivu materiju koja se takođe može dalje proši-rivati i produbljivati. U tom smislu u okviru ove teme će biti primera rešavanje sistema sa više jednačina nego nepoznatih, sistema sa više nepoznatih nego jednačina, sistema sa tri i više nepoznatih, modeliranja dosta složenih problema u sistem jednačina ... 

PRIMER 1.

Reši sistem jednačina  
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Rešenje:  Imamo tri jednačine, a dve nepoznate, pri čemu prve dve jednačine nisu linearne, već kvadratne. Jasno je da rešenje sistema mora zadovoljavati sve tri jednačine u sistemu i zato u prvom koraku rešimo sistem od prve dve jednačine, a u drugom koraku proverimo koja od dobijenih rešenja zadovoljavaju i treću jednačinu. 
Rešavanjem sistema koji se sastoji od prve dve jednačine dobija se da je x2 = 4  i  y2 = 1, što znači da dati sistem ima četiri rešenja:  (2, 1), (2, -1), (-2, 1) i (-2, -1).  Očigledno je da treću jednačinu zadovoljava samo uređeni par x = 2, y = - 1.  

PRIMER 2.


Tri kauboja su ušli u salun. Prvi je kupio 4 sendviča, čašu kafe i 10 palačinki i za to platio 6 dolara i 76 centi. Drugi je kupio 3 sendviča, čašu kafe i 7 palačinki i za to platio 5 dolara i 4 centa. Koliko je treći kauboj platio za sendvič, čašu kafe i palačinak?
Rešenje 1:  Ako cenu sendviča obeležimo sa a, cenu kafe sa b i cenu palačinke sa c, onda se osnovu datih uslova mogu formirati dve jednačine:  4a + b + 10c = 676   i   3a + b + 7c = 504. Ako od prve jednačinu pomno\imo sa 2, a drugu jednačinu sa 3, dobija se:  8a + 2b + 20c = 1352  i  9a + 3b + 21c = 1512. Oduzimanjem   prve jednačine od druge sledi da je a + b + c = 160, tj. sendvic, casa kafe i palacinak koštaju 160 dinara. 

Rešenje 2:  Ako od jednakosti  4a + b + 10c = 676   oduzmemo 3a + b + 7c = 504, dobija se a + 3c = 172, pa je a = 172 – 3c. Iz prve jednačine b = 676 – 10c - 4a = 676 – 10c – 4(172 – 3c) = 2c – 12. Tada je a + b + c = (172 – 3c) + (2c – 12) + c = 160.  
PRIMER 3.

Кralj je rekao kraljici: "Sada ja imam dva puta više godina nego što ste imali Vi kada je meni bilo onoliko godina koliko je Vama sada. Kada Vi budete imali onoliko godina koliko ih sada imam ja , onda ćemo zajedno imati 63 godine". Koliko godina sada imaju kralj i kraljica?

Rešenje:  Neka kralj trenutno ima x, a kraljica y godina. Kralj ima x – y godina više od kraljice. Dakle kada je kralj imao y godina, kraljica je imala (x – y) godina manje, tj.  y – (x – y) =  2y – x godina. Zbog toga se prvi dati uslov može na matematički jezik prevesti korišćenjem jednakosti: x = 2(2y – x), pa je x = 4y – 2x i konačno 3x = 4y.  Kada kraljica bude imala x godina kralj će imati x + x – y = 2x – y godina, pa se drugi uslov modelira jednakošću x + 2x  - y = 63. Rešavanjem dobijenog sistema jednačina 3x = 4y  i  3x – y = 63, sledi da je  4y – y = 3y = 63. To znači da je y = 21, tj. kraljica sada ima 21, godinu. Kako je 3x = 4y = 84, to je x = 28, pa kralj sada ima 28 godina. Provera: Kralj je 28 – 21 = 7 godina stariji od kraljice. Kada je je kralj imao godina koliko kraljica sada, tj. 21 godinu, kraljica je imala 14 godina, što je dva puta manje nego što kralj ima sada. Kada kraljica bude imala onoliko godina koliko ih kralj ima sada, tj. 28 godina, kralj će imati 35 godina, što znači da će zajedno imati 63 godine.  
PRIMER 4. 
Brojeve 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9  rasporedi u prazna polja datog kvadrata 3 x 3 tako da zbir brojeva u svakoj vrsti, koloni i dijagonali bude jednak. 
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Rešenje:  Neka se u poljima magičnog kvadrata nalaze brojevi x1, x2 = 1, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9  (vidi sliku 1). Neka je zbir brojeva u svakoj vrsti, koloni i dijagonali jednak broju S. Onda je x1 + x2 + x3 =  x4  + x5 + x6 = x7 + x8  + x9 = S. Kako je  x1 + x2 + x3 + x4  + x5 + x6 + x7 + x8  + x9 = 1 +  2 + 3 +  4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45, to je 3S = 45, pa je S = 15, tj. zbir brojeva u svakoj vrsti koloni i dijagonali je 15.
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Kako je  (x1 + x5 + x9 )+( x3  + x5 + x7) + (x2  + x5 + x8) + (x4 + x5 + x6) =  4S = 60 = 3x5  + (x1 + x2 + x3 + x4  + x5 + x6 + x7 + x8  + x9), to je 3x5  + 45 = 60, pa je x5 = 5. Iz jednakosti  x2 + x5 + x8  = S = 15 = 1 + 5 +  x8,  pa je x8 = 9. (slika 2)
Iz  x1  + 1 + x3  = 15  sledi da je x1  + x3  = 14. Kako je 14 = 5 + 9 = 6 + 8 = 7 + 7, slučajevi 5 + 9 i 7 + 7 ne dolaze u obzir (prvi jer je broj 9 već angažovan, adrugi jer ne postoje dve 7). Zbog toga su x1, x3 ( ( 6, 8 (. 
Ako je x1  = 8,  a  x3 = 6, dobijamo jedno rešenje (slika 3), a ako je  x1 =  6  i  x3 = 8, dobijamo drugo rešenje (slika 4).

ZADACI

1. Dat je sistem jednačina:  
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.  Za koje vrednosti parametra a sistem ima beskonačno mnogo rešenja, a za koje vrednosti parametra a nema rešenja?  

2. Odredi rešenje sistema jednačina  
[image: image3.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

+

+

44

66

z

y

x

z

y

x

.

3. U istraživanju javnog mnjenja 1.000 nastavnika matematike je u anketi dgovaralo na pitanje: "Da li će novouvedena ’’mala matura’’ dati bolje rezultate od starog prijemnog ispita?" Od anketiranih nastavnika a se izjasnilo sa da, b je konstatovalo da će biti isto, a c je reklo da će efekti biti lošiji. Istraživači su konstruisali dva pokazatelja "optimizma" anketiranih: m = a + b/2 и  n = a - c. Pokazalo se da je m = 550. Odredi n.
4. Odredi rešenja sistema jednačina:  
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5. Na dnu  jezera postoji izvor koji svakoga dana  jezero dopunjava konstantnom količinom vode. Krdo slonova koje broji 183 slona popije jezero za jedan dan, a krdo od 37 slonova za 5 dana. Koliko dana bi na jezeru mogao da pije jedan slon?   

6. Reši sistem jednačina:  
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7. Dvadeset šibica košta toliko dinara, koliko se šibica dobija za 500 dinara. Koliko košta 2010 šibica? 
8. Šest studenata sede za okruglim stolom. Oni treba da podele sumu od 60.000 dinara, tako da svaki od njih dobije polovinu sume koju su zajedno dobili njegovi susedi. Da li je definisana podela jednoznačna?
9. Dato je 2011 različitih realnih brojeva takvih da ako se svaki od njih zameni sa zbirom  ostalih dobija se isti skup brojeva. Odrediti proizvod datih brojeva.

10. Na tabli je napisano nekoliko pozitivnih realnih brojeva od kojih je svaki jednak jednoj šestini  sume ostalih brojeva. Koliko je brojeva napisanona tabli?
11. Deca su jela bombone. Svako dete je pojelo 10 bombona manje nego sva ostala deca zajedno. Koliko je bilo bombona, a koliko dece?

12. Ako je x2 + 2yz = x,  y2 + 2zx = y,  z2 + 2xy = z,  onda je    
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13. Trideset učenika je raspoređeno u pet grupa. Svaki od njih je dobio zadatak da reši izvestan broj, od 40  pripremni problema za matematičku olimpijadu. Na kraju se ispostavilo da su učenici koji su pripadnici iste grupe rešili jednak broj problema, a učenici iz različitih grupa, rešili različit broj problema. Koliko ima učenika koji su rešili tačno po jedan problem, ako se zna da je svaki učenik rešio bar jedan zadatak.

14. Automat u menjačnici obavlja samo dve vrste operacija:
1) Ako se ubaci 2 eura on daje 3 dolara i jednu bombonu kao poklon;

2) Ako se ubaci 5 dolara on daje 3 evra i jednu bombonu kao poklon. 

Кada je Vlada ušao u menjačnicu imao je samo dolare. Kada je izašao iz menjačnice imao je manje dolara nego na početku, nije imao evra i imao je 50 bombona. Koliko ga je ’’koštala’’ jedna bombona?

15. Odredi sve realne brojeve a, b, c i d  takave da je a + b + c + d = 20  i  ab + ac + ad +bc + bd + cd = 150.
REŠENJA
1. Ako od prve jednačine oduzmemo drugu dobija se a2x – x = a – 1 ili (a – 1)(a + 1)x = a – 1. 

Ako je a = 1,  sistem postaje  
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 i ima beskonačno mnogo rešenja oblika (t, 1 – t).  

Ako je a = – 1 dobija se sistem 
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 koji je očigledno protivurečan i nema rešenja. 

Ako je  a ( 1  i  a ( – 1, onda jednačina ima jedinstveno rešenje  
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2. Ako saberemo date jednačine dobija se 2x + 2z  = 110 ili  x + z = 55. Ako je  z = t, onda je  x = 55 – t. Kako je je x + y + z = 66 to je 55 – t + y + t = 66, pa je  y = 11. Dakle, sistem ima beskonačno mnogo rešenja: x = 55 – t,  y = 11,  z = t.

3. Iz uslova zadatka je  a + b + c = 1 000. Kako je  2m = 2a + b = 1 100,  to je  b = 1 100 – 2a. Tada je 
a + 1 100 – 2a + c = 1 000, pa je a – c = 100. Dakle n = 100.

4. Ako je x ( 0, onda se dobija sistema jednačina:  
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  koji je nema rešenja jer su  druga i treća jednačina protivurečne.

      
Ako je x < 0, onda sistema jednačina postaje:  
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 koji ima jedinstveno rešenje 
    
x = – 1,  y = 2009,  z = 1. 
5. Neka jedan slon za jedan dan popije količinu vode jednaku s. Neka je količina vode u jezeru x i neka svakog dana izvor daje količinu vode jednaku y. Tada je x + y = 183s  i   x + 5y = 37(5s = 185s.  Rešavanjem sistema jednačina dobija se da je 4y = 2s, tj.  
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.  Ako jedan slon pije k dana, onda je  x + ky = ks, pa je  k(s – y) = x  i  
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dana ili jedna (neprestupna) godina.
6. Ako sve jednačine datog sistema saberemo dobija se da je  3(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7) = 42, pa je x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 14. Kako je  x2 + x3 + x4 = 4  i  x5 + x6 + x7  = 7, to je x1 = 3. Slično je  x3 + x4 + x5  = 5  i  x6 + x7 + x1 = 8, pa je  x2 = 1. Analogno se dobija  x3 = – 1, x4  = 4, x5 = 2,  
x6 =  0, x7 = 5. 
7. Neka jedna šibica košta  x, a 20 šibica  y  dinara. Tada y šibica košta 500 dinara. Dobijaju se jedna-čine  20x = y   i  yx = 500. Kada  y  iz  prve jednačine zamenimo u drugu dobija se 20x ( x = 500, ili 20x2 = 500. Rešavanjem dobijene jednačine sledi da je  x = 5 dinara. Provera:  20 šibica košta 100 dinara, a za 500 dinara se može kupiti tačno 100 šibica. Sledi da 2010 šibica košta 10050 dinara.
8. Neka je svaki od 6 studenata dobio x1, x2 , x3, x4, x5 , x6  dinara. Ako je x1 = a  i x2 = b, onda je na osnovu uslova zadatka, tj. činjenice da je svaki broj jednak polovina zbira susednih, tj. x3 = 2b – a,  
x4 = 3b –2a, x5 = 4b –3a  i x6 = 5b – 4a.  Kako je  2x1 = x6 + x2,  to je  2a = 5b – 4a + b, pa je 6a = 6b. Dakle a = b, što znači da je  x1 = x2 = x3 = x4 = x5  =  x6 = 10 000 dinara. 

9. Neka su traženi brojevi  x1, x2,  ...  x2011  i  neka je   A = (x1, x2,  ...  x2011( = B = (y1, y2,  ...  y2011(,  gde je y1  = x2  + x3  + ...  + x2011,  y2  = x1  + x3  + ...  + x2011 ,  y2011  = x1  + x2  + ...  + x2010. Ako uočene jednakosti saberemo dobija se da je  y1  + y2  + ...  + y2011  = 2010(x1  + x2  + ...  + x2011). Kako je 
y1  + y2  + ...  + y2011  =  x1  + x2  + ...  + x2011 = S,  to je S = 2010 ( S, pa je S = y1  + y2  + ...  + y2011  = 
x1  + x2  + ...  + x2011  = 0.  Iz  y1  = x2  + x3  + ...  + x2011  dobija se y1 = S – x1 = – x1.  Na sličan način se dobija i da je  y2  = -– x2   ...  y2011  = – x2011 . To znači da svaki broj u skupu ima i svoj suprotni broj. Kako ima 2011 brojeva, dakle neparno brojeva, jedan od njih je suprotan samom sebi, tj. jednak je nuli. Zbog toga je  x1  (  x2  ...  ( x2011  = 0. 
10. Ako su napisani brojevi  x1, x2,  ...  xk   i  neka je   S   = x1  + x2  + ...  + xk . Iz uslova zadatka sledi da je  6x1  = x2  + x3  + ...  + xk ,  x2  = x1  + x3  + ...  + xk,  xk  = x1  + x2  + ...  + xk-1. Ako uočene jednakosti saberemo dobija se da je  6S = 6x1  + 6x2  + ...  + 6xk  = (k – 1)(x1  + x2  + ...  + xk) = (k – 1)S. Tada je 
6 = k – 1,  pa je  k = 7.
11. Neka su deca redom pojela  x1, x2, ... xk bombona i  neka je  S   = x1  + x2  + ...  + xk . Iz uslova zadatka sledi da je  x1  = x2  + x3  + ...  + xk  – 10 = S – x1 – 20,  x2  = x1  + x3  + ...  + xk – 10 = S – x2 – 10, ...    xk  = x1  + x2  + ...  + xk-1 – 10 = S – xk – 10. Kako je  2x1 = 2x2 = ... = 2xk = S – 10, to je svako dete dobilo jednak broj bombona.  

Ako se uočene jednakosti saberu dobija se da je  S = (k – 1)(x1  + x2  + ... + xk) – 10k = (k – 1)S – 10k. Tada je (k – 2)S = 10k, pa je 
[image: image16.wmf]2

20

10

2

20

20

10

2

10

-

+

=

-

+

-

=

-

=

k

k

k

k

k

S

. Razlikuju se sledeći sluča-jevi:  
1) Ako je k – 2 = 1, tj. k = 3,  onda je S = 30, pa je svako dete dobilo po 10 bombona.   

2) Ako je k – 2 = 2, tj. k = 4,  onda je S = 20, pa je svako dete dobilo po 5 bombona.   

3) Ako je k – 2 = 5, tj. k = 7,  onda je S = 14, pa je svako dete dobilo po 2 bombone.   

4) Ako je k – 2 = 10, tj. k = 12,  onda je S = 12, pa je svako dete dobilo po 1 bombonu.
5) Ako je k – 2 = 20, tj. k = 22,  onda je S = 11, što nije moguće. 
12. Ako se date jednačine saberu dobija se x2 + 2yz  +  y2 + 2zx  +  z2 + 2xy  = (x + y + z)2 = x + y + z. Tada je  x + y + z  = 0  ili  x + y + z  = 1. Kako je vrednost izraza  x + y + z  u oba slučaja nenegativna to je  x + y + z =  ( x + y + z ( . Sledi da je ( x + y + z (  
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13. Neka je x1, x2, x3,  x4, x5  redom broj učenika u svakoj od pet grupa,  a  y1, y2, y3, y4, y5  redom broj zadataka koji je rešio svaki učenik u svojoj grupi. Na osnovu uslova zadatka dobijaju se jednačine 
x1 + x2  + x3   + x4  + x5 = 30  i  x1 y1  + x2 y2, + x3 y3  + x4 y4 + x5 y5 = 40.  Kako je svaka grupa rešila različit broj zadataka to je  y1 + y2  + y3   + y4  + y5  (  1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, tj. pet učenika (reprezenata svojih grupa) je rešilo 15 ili više zadataka. To znači da je preostalih (x1 – 1) + (x2 – 1) +  (x3 – 1) + (x4 – 1) + (x5 – 1) = 30 – 5 = 25 učenika rešilo 40 – 15 = 25 ili manje zadataka. Kako je svaki učenik učenik rešio bar jedan zadatak, to je svaki od preostalih 25 učenika rešio tačno po 1 zadatak. Prema tome 1 učenik je rešio 5, 1 učenik je rešio 4, 1 učenik je rešio 3, 1 učenik je rešio 2 i 26 učenika je rešilo po 1 zadatak.
14. Kako Vlada ima 50 bombona to znači da je on na automatu napravio tačno 50 ’’transakcija’’. Neka je broj transakcija u kojima je menjao dolare x, a broj transakcija u kojima je menjao evre y. Tada je x + y = 50.  Svaka promena dolara povećava broj evra za 3 i smanjuje broj dolara za 5, a svaka promena evra povećava broj dolara za 3, a smanjuje broj evra za 2. Ako Vlada sada ima 0 evra,  to je  3x – 2y = 0. Kako y = 50 – x, to je 3x – 2(50 – x) = 0, pa je 5x = 100  i x = 20. Dakle, Vlada je 20 puta menjao dolare i 30 puta menjao evre. Pri tom je 20 puta menjao po 5 dolara, dakle smanjio broj dolara za 100, a za 30 promena evra povećao broj dolara za 30 ( 3 = 90. Prema tome u izvedenim transakcijama Vlada je potrošio 100 – 90 = 10 dolara, što znači da ga svaka bombona ’’košta’’ 20 dolarskih centi.

15. Ako je  a + b + c + d = 20 onda je  (a + b + c + d)2 = 400. Kvadriranjem jednakosti se dobija 
a2 + b2 + c2 + d2  + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd = 400, pa je  a2 + b2 + c2 + d2  + 300 = 400 i a2 + b2 + c2 + d2 = 100.  Tada je 3(a2 + b2 + c2 + d2) – (2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd)  = 
300 – 300 = 0.
Kako je 3(a2 + b2 + c2 + d2) – (2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd) = (a – b)2 + (a – c)2 + (a – d)2 + 
(b – c)2 + (b – d)2 + (c – d)2  to je zbir dobijenih šest kvadrata jednak nuli ako je svaki od njih jednak nuli, pa je a = b = c = d = 5.

    
Rešenje 2:  Iz a + b + c + d = 20 sledi da je (a + b + c + d)2 = 400 i zbog drugog datog uslova 
    
ab + ac + ad + bc + bd + cd = 150,  a2 + b2 + c2 + d2 = 100. 
Na osnovu nejednakosti između aritmetičke i geometrijske sredine dobija se: a2 + b2 ( 2ab,  
a2 + c2 (  2ac, a2 + d2  ( 2ac, b2 + c2  ( 2bc, b2 + d2  ( 2bd, c2 + d2  ( 2cd. Sabiranjem šest prethodnih 
nejednakosti dobija se 3(a2 + b2 + c2 + d2) (  2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd..  Kako je 
3(a2 + b2 + c2 + d2) = 300 = 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd to važi jednakost. Kako u svih šest uočenih nejednakosti jednakost važi samo ako su oba elementa jednaki to je a = b  i  a = c  i  a = d  i b = c  i  b = d  i  c =  d, što znači da je  a = b = c = d = 5.
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