
7.  NELINEARNE DIOFANTOVE JEDNAČINE
          
Prošle godine smo rešavali Diofantove jednačine korišćenjem algebarskih transformacija. Tom priliko smo videli da pogodnim algebarskim transformacijama od datih jednačina nastaju njima ekvivalentne jednačine u kojima se diskusijom proizvoda, količnika, zbira ... i razlikovanjem slučajeva dobijaju sva rešenja i dokazuje da drugih rešenja nema. Cilj ovog izlaganja je da prikaže još neke primere u kojima se algebarske transformacije koriste za efikasno rešavanje nelinearnih Diofantovih jednačina. 

PRIMER 1.

Odredi tri prosta broja takva da je njihov proizvod 7 puta veći od njihovog zbira.

Rešenje: Neka su traženi prosti brojevi  p, q  i  r.  Tada je  pqr = 7(p + q +  r). Kako je desna strana jednačine deljiva sa 7,to mora biti i leva, što znači da je jedan od prostih brojeva p, q i r deljiv, sa 7. Kako je broj 7 jedini prost broj deljiv sa 7, to je jedan od njih jednak 7. Neka je to prost broj r, tj. neka je r = 7. Jednačina sada postaje   pq = p + q + 7  ili  pq – p – q + 1 = (p – 1)(q – 1) = 8. Pošto je 8 = 1(8 = 2(4, razlikujemo dva slučaja: 

1) p – 1 = 1, q – 1 = 8, tj.  p = 2, q = 9, što nije rešenje, jer 9 nije prost broj.

2) p – 1 = 2, q – 1 = 4, tj.  p = 3, q = 5, što jeste rešenje, jer su i 3 i 5 prosti brojevi.

Dakle jedno rešenje je (3, 5, 7). Kako je data jednačina simetrična, jer se ista jednačina dobija kada nepo-znate zamene svoja mesta, sva rešenja jednačine su:  (3, 5, 7), (5, 3, 7), (3, 7, 5), (7, 3, 5), (5, 7, 3), (7, 5, 3). 

PRIMER 2.

Odredi sve prirodne brojeve  a, b i c  takve da je  a3 + b3 + c3 = 2001.  

Rešenje:  Svaki prirodan broj je oblika 3k – 1, 3k ili 3k + 1. Primetimo da su kubovi tih prirodnih brojeva  27k3 – 27k2 + 9k – 1,  27k3,  27k3 + 27k2 + 9k + 1. To znači da kubovi prirodnih brojeva pri deljenju sa 9, daju ostatak  – 1,  0,  ili  1. Kako broj 2001 pri deljenju sa 9 daje ostatak 3, to je svaki od  brojeva  a, b i c  oblika 3k + 1. Dakle brojevi a, b i c su iz skupa  (1, 4, 7, 10, 13, ...(  
S druge strane i ova jednačina je simetrična pa možemo predpostaviti da je  a (  b ( c, Kako su  a,  b  i  c prirodni brojevi, sledi da je i  a3 (  b3  (  c3, pa je a3 + b3 + c3 = 2001 ( 3c3. To znači da je  667 (  c3  (  2010,  pa je  9 (  c  (  12. 

Jedini prirodan broj oblika  3k + 1 koji je iz intervala ( 9, 12 (  je broj 10, pa je c = 10  i  jednačina postaje 
a3 + b3 = 1001. 
Proverom se utvrđuje da među parovima  (1, 1000),  (64, 1937),  (343, 658),  jedino prvi sadrži dva kuba. Dakle, sva rešenja date jednačine su (1, 10, 10), (10, 1, 10) i (10, 10, 1).  
PRIMER 3.

Dokazati da postoji beskonačno mnogo prirodnih brojeva x, y i z, takvih da je  x2 + y3 = z2.   

Rešenje:  Dati problem ima više različitih rešenja.

Rešenje 1.  Poznato je da je  102 + 53 = 100 + 125 = 225 = 152.   Ako je x = 10k3,  y = 5k2  i  z = 15k3 (k ( N),  onda je    (10k3)2 + (5k2)3  = 100k6 + 125k6 = 225k6 = (15k3)2. To dokazuje da uređena trojka prirodnih brojeva (10k3, 5k2, 15k3) zadovoljava datu jednačinu, a kako je k prirodan broj, to takvih trojki ima beskonačno mnogo (Napomena: datim formulama nisu opisana sva rešenja date jednačine)

Rešenje 2.  Ako je x = k3,  y = 2k2  i  z = 3k3 (k ( N),  onda je    (k3)2 + (2k2)3  = k6 + 8k6 = 9k6 = (3k3)2. Uočena trojka prirodnih brojeva (k3, 2k2, 3k3) zadovoljava datu jednačinu, a kako je k prirodan broj, to takvih trojki ima beskonačno mnogo. 

Rešenje 3.  Iz jednakosti  x2 + y3 = z2    sledi da je  y3 = z2 – x2 = (z + x)(z – x).  Jedna od mogućnosti je 
y2 = z + x  i  y = z – x. Sabiranjem, odnosno oduzimanjem dobijenih jednačina dobija se 2z = y2 + y  i  
2x = y2 – y. Ako je  y = t (t ( N),  onda uređena trojka  
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(t ( N) definiše beskonačno mnogo rešenja date jednačine.

PRIMER 4.

Ako se prirodan broj n pomnoži sa 2 dobije se potpun kvadrat, a ako se pomnoži sa 3 dobije se potpun kub. Koliko ima prirodnih brojeva sa tom osobinom? Odredi najmanji prirodan broj sa tom osobinom?

Rešenje:  Iz uslova zadatka je 2n = x2  i  3n =  y3 ( x ( N, y ( N).  Ako se prva jednačina stepenuje sa 3, a drugu kvadrira dobijaju se jednakosti se  8n3  =  x6  i  9n2 = y6. Deljenjem prethodnih jednakosti dobija se 
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. Neka je  x6 = 26a(+636b(y6  onda je  n = 26a+3 ( 36b+2 (a , b( No).  
Za razne vrednosti nenegativnih celih brojeva  a  i  b  dobija se beskonačno mnogo vrednosti za n. Najmanji takav prirodan broj n se dobija ako je  a = b = 0  i  jednak je  n = 23 ( 32 = 72.

ZADACI

1. Odredi sve proste brojeve p, q i r takve da je p + pq + pqr = 2010.

2. Odredi sve cele brojeve x i y takve da je 2x - 1 = y2.

3. Postoje li prirodni brojevi  x i y  takvi da je 3x + 1 = y2? 

4. Može li zbir nekoliko prirodnih brojeva biti jednak njihovom proizvodu i jednak 2010. Koliko najmanje, a koliko najviše sabiraka, tj. činilaca može biti?

5. Dokaži da jednačina  x2 + y2 = 2011 nema rešenja u skupu celih brojeva.

6. Postoje li celi brojevi  x, y i z  takvi da je  x2 + y2 + z2 = 2011?
7. Dokazati da postoji beskonačno mnogo različitih prirodnih brojeva x, y, z i t, takvih da je 
x3 + y3 + z3 = t2 .

8. Odredi sve cele brojeve a, b, c i d  takve da je a2 +  b2 + c2 + d2  = a(b + c + d) + 1.
9. Odredi najmanji prirodan broj koji je 2004 puta veći od zbira svojih cifara.

10. Postoje li prirodni brojevi  x, y, z i t takvi da je  2x + 2y + 2z = 2t ? 
11. Odredi prirodne brojeve x, y i z takve da je  32x + 33y + 35z = 32011 . 
12. Koliko parova celih brojeve x i y  zadovoljava jednačinu  x2 + 2003 = y(x + 2003)? 

13. Postoje li prirodni brojevi x i y takvi da je  9(x2 + y2 + 1) + 2(3xy + 2) = 2005?
14. Postoje li celi brojevi  x1, x2, ..., x12  takvi da je  x14 + x24 + ... + x124 = 8 ( 2010? 

15. Odredi sve proste brojeve p, q i r takve da je  
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16. Odredi sve nenegativne cele brojeve a, b i c takve da je  2a ( 3b  +  9 =  c2.
REŠENJA

1. Ako je  p + pq + pqr = 2010, onda je p(1 + q + qr) = 2010 = 2(3(5(67. Razlikuju se sledeći slučajevi:

*  Ako je p = 2, onda je 1 + q + qr = 1005, pa je q(1 + r) = 1004 = 2(2(251. Moguća rešenja su q = 2, 
1 + r = 502, pa je r = 501, što nije prost broj (deljiv je sa 3). Druga mogućnost i prvo rešenje je q = 251 i  r + 1 = 4, pa je r = 3.
*  Ako je p = 3, onda je 1 + q + qr = 670, pa je q(1 + r) = 669 = 3(223. Moguća rešenja su q = 3, 1 + r = 669, pa je r = 668, što nije prost broj. Druga mogućnost i drugo rešenje je q = 223 i r + 1 = 3, pa je 
r = 2.

*  Ako je p = 5, onda je 1 + q + qr = 402, pa je q(1 + r) = 401 ( P i jednačina nema rešenja. 

*  Ako je p = 67 onda je 1 + q + qr = 30, pa je q(1 + r) = 29  ( P  i jednačina nema rešenja. 

2. *  Ako je x < 0, onda je 2x – 1 < 0  i  ne može biti potpun kvadrat.
*  Ako je x = 0, onda je   2x – 1 = 0 = y2,  pa je i y = 0. 
*  Ako je x > 0, onda je 2x – 1 neparan broj, pa je i  y  neparan broj. Neka je y = 2k + 1 (k ( N). Tada je 2x – 1 = 4k2 + 4k + 1, tj  2x = 2(2k2 + 2k + 1) ili  2x –1  = 2k2 + 2k + 1. Kako je s desne strane jednakosti neparan broj, to mora biti i sa leve, a to znači da je x = 1, pa je i y2  = 1.
Sva rešenja date jednačine su (0, 0), (1, 1), (1, – 1).

3. Ako je x prirodan broj, onda je 3x + 1 paran broj, pa je i y2, a samim tim, i y paran broj. Neka je 
y = 2k. Tada je  3x + 1 = 4k2, odnosno  3x  = (2k – 1)(2k + 1). Sledi da je 2k + 1 = 3a  i  2k – 1 = 3b 
(a + b = x). Ako se od prve jednakosti oduzme druga dobija se 2 = 3a – 3b = 3b(3a-b – 1). Ova jednakost je moguća samo ako je 3b = 1 i  3a-b – 1 = 2. Sledi da je b = 0 i a – b = 1, pa je a = 1. Sledi da je jedino rešenje date jednačine x = 1, y = 2.

4. Može. Kako je 2010 = 2(3(5(67, to je 2010 =  1 + 1 + ... + 1 + 2 + 3 + 5 + 67 = 1(1( ... (1(2(3(5(67 
gde jedinica ima tačno 1933.

5. Jedan od brojeva, na primer x je paran, a drugi, na primer y, neparan, pa je x = 2a  i  y = 2b + 1. Tada je  x2 + y2 =  4a2 + 4b2 + 4b + 1 = 2011. Sledi da je 4a2 + 4b2 + 4b  = 2010. Leva strana jednakosti je deljiva sa 4, a desna nije, pa jednačina nema rešenja.

6. Kako je 2011 pri deljenju sa 4 daje ostatak 3, to su sva tri broja x, y i z neparni, tj.  x = 2a + 1, 
y = 2b + 1 i z = 2c + 1. Tada je  x2 + y2 + z2 =  4a2 + 4a + 1 + 4b2 + 4b + 1 + 4c2 + 4c + 1 = 2011. Sledi da je a2 + a + b2 + b + 1 + c2 + c = a(a + 1) + b(b + 1) + c(c + 1) = 502.   Jedno od mogućih rešenja je  a = 3, b = 10, c = 19, pa je x = 7, y = 21, z = 39, što znači da postoje traženi brojevi x, y i z (odredi i ostala rešenja).  
7. Evidentno je da je  13 + 23 + 33  =  1 + 8 + 27 = 36 = 62.  Ako jednakost  13 + 23 + 33  =  62  pomnožimo sa k6  (k ( N), dobija se  k6 + 23 k6 + 33 k6  =  62 k6.  To znači da je 
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, pa je formulama x = k2, y = 2k2, z = 3k2, x = 6k3 (k ( N) definisano beskonačno mnogo rešenja date jednačine. Brojevi  x, y, z  i  t  su različiti jer je za svaki prirodan broj k,  k2 < 2k2 < 3k2 < 6k3. 

8. Ako se jednakost  a2 +  b2 + c2 + d2  = a(b + c + d) + 1, pomnoži sa 4 dobija se 4a2 +  4b2 + 4c2 + 4d2  = 4a(b + c + d) + 4  ili  a2 – 4ab + 4b2 + a2 – 4ac + 4c2 + a2 – 4ad + 4d2  + a2  = 4. Daljom transforma-cijom se dobija (a – 2b)2 + (a – 2c)2 + (a – 2d)2 + a2  = 4. Jednakost je moguća samo ako su svi sabirci (kvadrati) po 1, ili ako je jedan od sabiraka (kvadrat) 4, a svi ostali 0.. 
Razlikovanjem slučajeva dobijaju se sva rešenja:  (1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), 
(1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1), (–1, 0, 0, 0), (–1, 0, 0, –1), (–1, 0, –1, 0), (–1, 0, 0, –1), 
(–1, 0, –1, –1), (–1, –1, 0, –1), (–1, –1, –1, 0), (–1, –1, –1, –1),  (2, 1, 1, 1), (–2, –1, –1, –1), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1), (0, –1, 0, 0), (0, 0, –1, 0), (0, 0, 0, –1). 

9. Neka je traženi broj A i neka je zbir cifara broja A jednak B. Tada je A = 2004B, pa je A – B = 2003B. Kako je A ( B (mod 9), to je A – B = 2003B deljivo sa 9. Kako je 2003 prost broj i nije deljiv sa 9, to je broj B deljiv sa 9, pa je B = 9k (k ( N). Dakle A je najmanji prirodan broj oblika 9k ( 2004, čiji je zbir cifara 9k. Brojevi oblika 9k ( 2004 pripadaju skupu  (18036, 36072, 54108, 72144...(. Traženi broj nije 18036 ( 2004 ( (1 + 8 + 0 + 3 + 6), ali jeste 36072 = 2004 ( (3 + 6 + 0 + 7 + 2).

10. Ako se bez umanjivanja opštosti pretpostavi da je x ( y ( z, onda je 2x(1 + 2y - x + 2z - x) = 2t. Daljom transformacijom se dobija  1 + 2y - x + 2z - x = 2t - x. Kako je u slučaju da važi stroga nejednakost 
x < y < z sa leve strane jednakosti neparan, a sa desne strane paran broj, to je jednakost moguća ako je y – x = 0 i  z – x = 1, tj. za je x = y  i  z = x + 1.  Tada je 1 + 1 + 2 = 4 = 22 = 2t-x  i  sledi da je t – x = 2. Ako  je x = k (k ( N), onda je uređenom  četvorkom  (k, k, k + 1, k + 2) definisano beskonačno mnogo rešenja date jednačine. Rešenja jednačine su i (k, k + 1, k, k + 2) i (k + 1, k, k, k + 2).

11. Na sličan način kao u prethodnom zadatku pretpostavimo da je 32x ( 33y ( 35z. Tada se dobija da je 
32x( 1 + 33y - 2x + 35z - 2x )= 32011  ili  1 + 33y – 2x + 35z – 2x = 32011 – 2x. Kako je desna strana jednačine deljiva sa 3, to mora biti i leva, a to je moguće samo ako je 1 + 33y – 2x + 35z – 2x = 3, tj. ako je 3y = 2x  i 
5z = 2x. Tada jednačina postaje 32x + 32x + 32z = 3(32x = 32x + 1  = 32011, pa je 2x + 1 = 2010, a x = 1005. tada je 3y = 5z = 2x = 2010, pa je y = 670  i z = 402. 
12. Ako je x = – 2003, onda je x2 + 2003 = 0, što nije moguće, jer je x2 + 2003 > 2003. Ako datu jednačinu rešimo po y (jer je x ( –2003) u prvom koraku se dobija 
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. Jednačina ima rešenja ako je  x + 2003 sadržano u broju 2003 ( 2004 = 2003(2(2(3(167. Broj rešenja date jednačine jednak je broju celobrojnih delioca broja 22(3(167(2003, a to je 2 ( (2 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 48. 
13. Ako je 9(x2 + y2 + 1) + 2(3xy + 2) = 2005,  onda je 9x2 + 6xy + y2 + 8y2 = (3x + y)2 + 8y2 = 1992. Kako je broj 1992 deljiv sa 8, to je i 3x + y deljivo sa 8, tj. 3x + y = 8a (a (N). Zamenom 3x + y = 8a. dobija se  64a2 + 8y2 = 1992  ili  8a2 + y2 = 249.  Zaključuje se da je y neparan broj, tj. y = 2b + 1 
(b (N). Tada je 8a2 + 4b2 + 4b = 248  ili  2a2 + b(b + 1) = 62. Kako je 2a2 < 62, to je a2 < 31 ili a < 6. Proverom za  a ( (1, 2, 3, 4, 5( dobijamo da je:  a = 4 i b = 5, a = 5 i b = 3. 
Kako je 3x + y = 8a  i  y = 2b + 1, to je  3x + y ( (32, 40( i y ( (11, 7(. Tada su rešenja jednačine 
(7, 11)  i  (11, 7).

14. Ako je  n  prirodan broj, onda je n4 ( 0 (mod 16) ili n4 ( 1 (mod 16). Kako je 8 ( 2010 = 16 ( 1005 ( 0 (mod 16) to je data jednakost moguća samo ako je   x14 + ...+ x124  ( 0 (mod 16). To znači da je svaki od brojeva  x1, x2, ..., x12   deljiv sa 2, tj. paran. 
Neka je  x1 = 2y1, x2 = 2y1 , ..., x12 = 2y12 . Tada je  x14 + x24 + ... + x124 = 16(y14 + y24 + ... + y124) = 
16 ( 1005, pa je  y14 + y24 + ... + y124 =  1005.
Kako je 1005 ( 13 (mod 16), to iz  y14 + ... + y124 ( 1005, to je  y14 + ... + y124 = 1005 ( 13 (mod 16).  Pošto  je  y14 + ... + y124 ( k ((0, 1, 2, ..., 11, 12(, to jednačina nema rešenja, jer desna strana jednačine pri deljenju sa 16 daje ostatak 13, a leva strana pri deljenju sa 16 može dati bilo koji ostatak od 0 do 12, ali nikada i ostatak 13.

15. Iz  jednakosti 
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. Kako su p i q, prosti brojevi to je p – q  ceo broj,  pa i broj 
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mora biti ceo. To je moguće samo ako se broj r + 1 sadrži u broju 4q. Kako su svi delioci broja 4q iz skupa (1, 2, 4, q, 2q, 4q(, razlikuju se sledeće slučajeve:
*  Ako je r + 1 = 1, to je r = 0, pa nema rešenja, jer 0 nije prost broj.
*  Ako je r + 1 = 2, to je r = 1, pa nema rešenja, jer 1 nije prost broj.
*  Ako je r + 1 = 4, to je r = 3, pa je p = q + q = 2q  i  opet nema rešenja, jer je p složen broj. 
*  Ako je r + 1 = q, to je p = q + 4. Trojka (q + 4, q, q – 1) = (7, 3, 2)  predstavlja jedinu takvu trojku prostih brojeva, jer su 2 i 3 jedina dva uzastopna prosta broja. 
*  Ako je r + 1 = 2q, to je p = q + 2. Trojka (q + 2, q, 2q – 1) daje trojku prostih brojeva (5, 3, 5) jedino  ako je q = 3. Ako je q > 3, onda je q = 6k – 1 ili q = 6k + 1, što dokazuje da nema više trojki prostih brojeva, jer u prvom slučaju je 2q – 1 = 2(6k – 1) = 12k – 2 – 1 = 3(4k – 1) što je složen broj, a u drugom slučaju je q + 2 = 6k + 1 + 2 = 3(2k + 1), što je takođe složen broj.   
*  Ako je r + 1 = 4q, to je p = q + 1. Trojka (q + 1, q, 4q – 1) = (3, 2, 7) je jedina takva trojka prostih brojeva, jer su 3 i 2 jedina dva uzastopna prosta broja. 

16. *  Ako je a = 0, onda je  3b  +  9 =  c2, pa je  3b  =  c2 – 9 = (c – 3)(c + 3). Sledi da je c + 3 = 3x  i 
c – 3 = 3y (x + y = b),  pa se oduzimanjem druge od prve jednakosti dobija da je 6 = 2 ( 3 = 3x  – 3y  = 3y (3x - y  – 1). Tada je  3y = 3  i  3x - y  – 1 = 2  ili  3x - y = 3. Dakle y = 1 i x – y = 1. To znači da je 
b = x + y = 2 + 1 = 3  i  c = 6.
*  Ako je b = 0, onda je  2a  +  9 =  c2, pa je  2a  =  c2 – 9 = (c – 3)(c + 3). Sledi da je c + 3 = 2x  i 
c – 3 = 2y (x + y = a),  pa se oduzimanjem druge od prve jednakosti dobija da je 6 = 2 ( 3 = 2x  – 2y  = 2y (2x - y  – 1). Tada je  2y = 2  i  2x - y  – 1 = 3  ili  2x - y = 4. Dakle y = 1 i x – y = 2. To znači da je 
b = x + y = 3 + 1 = 4  i  c = 5.

*  Ako su a  i  b prirodni brojevi onda je  2a3b  + 9  neparan broj, pa je i c neparan broj. Kako je 2a3b  + 9  deljivo sa 3 to je i c deljivo sa 3. Dakle c = 6k + 3. Tada je  2a3b  =  c2 – 9 = (c – 3)(c + 3) = 6k(6k + 6) = 36k(k + 1). Sledi da je 2a-23b-2 = k(k + 1). Kako su k i k + 1 uzajamno prosti brojevi to postoje dve mogućnosti:  k = 2a-2  i  k + 1 = 3b-2   ili  k = 3b- 2  i  k + 1 = 2a-2 . 
1)  Ako je  k = 2a-2   i  k + 1 = 3b-2,  onda je 3b-2  - 2a-2   = 1. Jednačina ima dva rešenja:
a = 3, b = 3  i  a = 5, b = 4.
2)  Ako je k + 1 = 2a-2  i  k = 3b-2 ,  onda je 2a-2   – 3b-2  = 1. Jednačina ima samo jedno rešenje 
a = 4, b = 3. 
Sva rešenja date jednačine su: (0, 3, 6), (4, 0, 5), (3, 3, 15), (5, 4, 51), (4, 3, 21).
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