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1. UVOD 
 
Metod razlikovanja slučajeva je jedan od najeksploatisanijih metoda za rešavanje matematičkih problema. Metod razlikovanja slučajeva je opšti, ali nije svemoguć, mada je sigurno najčešće korišćen, bilo samostalno, bilo u kombinaciji sa drugim metodama. Zato ćemo, pre izvesnog uopštavanja, metod razlikovanja slučajeva ilustrovati sa nekoliko primera koji se odnose na razne matematičke probleme koji pokazuju šta se sve može koristiti kao instrument za racionalno razlikovanje slučajeva i koje principe pri tom treba imati na umu .

  
Primer 1.   Odrediti sve prirodne brojeve  n  za koje je broj  2n + 1  deljiv sa  3.

         
REŠENJE: Razlikuju se dva slučaja :
1) Ako je  n  paran prirodan broj, onda postoji prirodan broj k, takav da je je  n = 2k.
Tada je  2n + 1 =  22k + 1 =  4k + 1. Kako je 4 ( 1 po modulu 3, to je 4k + 1 ( 1 + 1 = 2 po modulu 3. Dakle, brojevi oblika  2n + 1 =  22k + 1 =  4k + 1 pri deljenju sa 3 daju ostatak 2. 
2) Ako je  n  neparan prirodan broj, onda postoji prirodan broj k, takav da je je  n = 2k + 1.
Tada je  2n + 1 =  22k+1 + 1 =  2 ( 4k + 1. Kako je 4 ( 1 po modulu 3, to je 2 ( 4k + 1 ( 
2 ( 1 + 1 = 3 ( 0 po modulu 3. Dakle, brojevi oblika  2n + 1 =  22k+1 + 1 =  2 ( 4k + 1 pri deljenju sa 3 daju ostatak 0, tj. deljivi su sa 3. 
  
Primer 2.   Odrediti sve realne brojeve  x takve da je   3x + 5x = 42.
         
REŠENJE: Razlikuju se tri slučaja :
1) Ako je  x < 3, onda je s obzirom da su funkcije  y = 3x  i   y = 5x  monotono rastuće, 
3x <  33 = 27  i  5x < 15, pa je 3x + 5x < 27 + 15 = 42 i jednačina nema rešenja.
2) Ako je x = 3, onda je 3x + 5x  =  33 + 15 = 27 + 15 = 42 i jednačina ima rešenje  x = 3.
3) Ako je x > 3, onda je s obzirom da su funkcije  y = 3x  i   y = 5x  monotono rastuće, 
3x >  33 = 27  i  5x > 15, pa je 3x + 5x >  27 + 15 = 42 i jednačina nema rešenja.
Prema tome jedino rešenje date jednačine je  x = 3.

Primer 3.   Proizvod dva dvocifrena broja u dekadnom sistemu je zapisan samo pomoću četvorki. Odrediti te dvocifrene brojeve.

         
REŠENJE: Proizvod dva dvocifrena broja uvek je veći ili jednak  10 ( 10 = 100, a manji od 
100 (100 = 10000. Prema tome traženi proizvod može biti ili 444 ili 4444. 

    
1)  Kako je 444 = 4 ( 3 ( 37, to je u ovom slučaju jedino rešenje 12 ( 37. 

    
2)  Slično je 4444 =  4 ( 1111 = 4 ( 11 ( 101 = 44 ( 101. Kako je 101 prost broj, to u ovom slučaju ne postoje takva dva dvocifrena broja, broja, pa problem nema rešenja.

        
Dakle zadatak ima samo jedno rešenje  12 ( 37.= 444. 


Primer 4.   Od svih pravougaonika obima 40 cm, odrediti pravougaonik najveće površine. 
         
REŠENJE: Ako je obim pravougaonika 40cm, onda je njegov poluobim 20cm. Ako su dužine stranice pravougaonika jednake  a   i   b, onda je  a + b = 20.  Razlikujemo tri slučaja:  

    
1)  Ako je  0 <  a  < 10, onda postoji duž  dužine x takva da je a = 10 – x. Tada je  b = 10 + x, pa je površina pravougaonika  P = ab = (10 – x)(10 + x) = 100 – x2 < 100.

    
2)  Ako je  a = 10, tada je b = 10, pa je površina pravougaonika  P = ab = 10 ( 10  = 100.
    
3)  Ako je  10 <  a  <  20, onda postoji duž  dužine x takva da je a = 10 + x. Tada je  
b = 10 -  x, pa je površina pravougaonika  P = ab = (10 + x)(10 - x) = 100 – x2 < 100.

    
Dakle, od svih pravougaonika obima 40cm, najveću površinu ima kvadrat stranice 10cm.

2. OPŠTE  RAZMATRANJE 

    
Na osnovu izloženih primera i njihovih rešenja može se razmotriti i opštiji problem:


Odrediti skup svih rešenja problema F (x, y, z, …) = 0, gde su x, y, z, … promenljive koje egzistiraju u okviru datog problema. 

    
Neka je S neprazan skup koji predstavlja oblast definisanosti datog problema F(x, y, z...). 

Metod razlikovanja slučajeva zasniva se na razbijanju skupa S na konačno mnogo  konačnih ili beskonačnih podskupova  S1, S2, …, Sk takvih da je S1 ( S2 (…( Sk = S. Dobro je ako su ti skupovi disjunktni, tj. Si ( Sj = ( (i, j ((, za svako i(j), ali je najvažnije da oni u potpunosti prekrivaju skup mogućih rešenja S. 

         
Metod razlikovanja slučajeva pri rešavanju problema F (x, y, z, …) = 0 svodi na rešavanje problema F(x, y, z, …) = 0 u svakom od skupova S1, S2, … ,Sk. Neka su R1, R2, … , Rk rešenja peoblema F(x, y, z, …) = 0, u svakom od skupova S1,  S2, …  , Sk (pri čemu neki od njih mogu biti i prazni) Tada je rešenje jednačine F(x, y, z, …) = 0 unija rešenja R1,  R2, …  , Rk , tj.  
R = R1 ( R2 ( … ( Rk .

       
To je možda dugotrajniji, ali metodološki lakši posao, jer se traženi skupovi 
S1, … Sk  mogu birati tako da rešavanje problema F (x, y, z, …) = 0. u njima bude što jednostavnije.
          
Metod razlikovanja slučajeva je pogodan metod za rešavanje matematičkih problema, ali njenu moć ne bi trebalo precenjivati, jer i ona poput drugih metoda sadrži izvesnu proizvoljnost. Konkretno, postavlja se pitanje: ''Kako razdvojiti slučajeve''?


Razdvajanje slučajeva i jeste najveći problem prilikom primene ovog metoda, jer se ne može unapred odrediti kako razbijati skup Ѕ. Međutim, iz prikazanih primera i dosadašnjeg razmatranja, iskustveno se mogu formulisati sledeći metodološki principi: 


1. Pri razdvajanju slučajeva, skup potencijalnih rešenja, tj. skup S u potpunosti se prekriva sa konačno mnogo, konačnih ili beskonačnih (po mogućnosti disjunktnih) podskupova  S1, S2, … , Sk  takvih da je S1 ( S2 ( … ( Sk = S (princip potpunosti). Na taj način se izbegava mogućnost da bilo koje potencijalno rešenje bude izostavljeno.  

          
2.   Za metod razlikovanja slučajeva imamo sledeće dve mogućnosti: 

(a)  Kada u odabranom podskupu Si (1 ( i ( k) domena Ѕ dati problem F(x, y, z, …) = 0  nema nijedno rešenje, tj.  Ri  = ( i
(b)  Kada u odabranom podskupu Sj  (1 ( j ( k) domena Ѕ dati problem F(x, y, z, …) = 0  uvek ima  rešenja, tj. kada je Rj  = Sj .

     
Zato pri razlikovanju slučajeva treba uočiti što više podskupova koji zadovoljavaju uslove (a) ili (b) (princip racionalnosti).

   
3. Prilikom razlikovanja slučajeva i prekrivanja skupa potencijalnih rešenja disjunktnim podskupovima (kad god je to plodotvorno) koristiti logična razbijanja skupa mogućih rešenja Ѕ. U teoriji brojeva najčešće se skup celih brojeva ili neki njegov podskup, razbija: na parne i neparne; na negativne, nulu i pozitivne; na klase ekvivalencija po određenom modulu, a u drugim sferama je to prirodna podela na kolinearne i nekolinearne tačke, na slučaj da se tačka nalizi u krugu, na krugi i izvan kruga … (princip prirodnosti).

      
4. Metod razlikovanja slučajeva zasniva se na primeni već poznatih matematičkih tvrđenja (Pitagorine teoreme, poznatih nejednakosti, …) koje se kao slučajevi javljaju u rešavanju datog problema (princip primene).


Metod razlikovanja slučajeva nije svemoguć, niti univerzalan, ali može biti veoma koristan u rešavanju mnogih problema: jednakosti i jednačina, nejednakosti i nejednačina, logičko-kombinatornih problema ...   


Pri tom, princip 2(a) je od naročitog značaja, jer on služi za eliminaciju slučajeva koji nemaju realan smisao, te se na taj način skup potencijalnih rešenja svodi na neku od svojih restrikcija. Ovo je i primarno metodološko uputstvo koje ukazuje na prvi korak u razdvajanju slučajeva, a on je svođenje skupa mogućih rešenja na što manje podskupova.


U narednom poglavlju se daju neki od najlepših primera primene Metode razlikovanja slučajeva u standardnim i nestandardnim uslovima.

3. NEKI  PRIMERI PRIMENE 
metode razlikovanja slučajeva

1) Odrediti sve realne brojeve  x  takve da važi nejednakost  
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2) Za svaki realan broj  x  važi nejednakost: x8  – x5 + x2 – x + 1 > 0.  Dokazati. 
3) Ako je  x  ceo broj, koliko rešenja ima jednačina  x + (x + 1) + ... + (x + 18) = 2014? 

4) Odrediti sve realne brojeve  x  za koje je  1  +  
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5) Koliko ima prirodnih brojeva oblika  a2014b  koji su deljivi sa 15?
6) Ako je  p  prost broj veći od 3, onda je on oblika 6k – 1  ili  oblika 6k + 1. Dokazati.

7) Odrediti sve proste brojeve  p  takve da su i brojevi  p + 2, p + 4 i p + 8 takodje prosti.
8) Odrediti najmanji prirodan broj  n  koji ima tačno 14 delilaca i koji je deljiv sa 12.

9) Na rukometnom turniru koji se igra po sistemu ''svak sa svakim'' učestvuje 8 ekipa. Dokazati da u svakom trenutku turnira postoje bar dve ekipe sa jednakim brojem odigranih utakmica.

10) Koliko ima tupouglih trouglova čije su stranice uzastopni celi brojevi?

11) Za koje vrednosti prirodnog broja  n  važi nejednakost an + bn  < cn, gde su a, b i c    respektivno merni brojevi kateta i hipotenuze pravouglog trougla.

12) Četiri komplanarne tačke  A, B, C i D određiju tačno 4 prave. Kakav je međusobni položaj tačaka A, B, C i D?

13) Devet različitih komplanarnih pravih deli ravan na  n  delova. Odrediti skup mogućih vrednosti za  n, ako je  n < 19.

14) Neka su A, B i C tačke u ravni takve da je za svaku tačku M te ravni ispinjen bar jedan od uslova:  d (A, M) < d(B, m);   d(A, M) <  d(C, M). Odrediti međusobni položaj tačaka A, B i C, ako je sa d(X, Y) označeno rastojanje izmedju tačaka X i Y.  
15) Dato je 2015 komplanarnih tačaka  A1, A2, ..., A2015 takvih da za ma koje dve date tačke  Ai  i  Aj  i svaku tačku M date ravni M važi bar jedna od nejednakosti:  Ai M < 1  ili   AjM < 1. Dokazati da se bar 1008 tačaka nalazi unutar jednog kruga poluprečnika 1.    
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