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PEY YPEJITHUKA

HOBA I'OIMHA — HOBE PYGPUKE
Y EJIEKTPOHCKOM YACOIIUCY ,,JUODPAHT*

On oBor Opoja eNeKTPOHCKOT Yaconwuca ,,Jlnopant yBoaumMo 1Be HOBHHE.

IIpBa je pyopuxa OAABPAHU 3AJIALIN, xoja hie TpeTupaTu Haj3aHUMIbMBHUjE 3aJaTKE U3
CBUX Tema Koje ce oOpabyjy y tekyhem Opojy. bpoj Tux 3amaraka he yBex Omrm Tauno 10, a
Tpyauhemo ce na mehy matum, Oymy 3amanm 3a cBe y3pacte. llpm m3maramy 3amaTaka TpBHX
HEKOJIMKO 3aJaTaka MOTY PEIIUTH W ydeHuuu Miuahux paspema. [Ipemopydyjemo na ydeHUIH
CTapHjuX pa3pesa pemie CBe 3aJaTKe. YKOJIMKO OM CMO UManu ToMoh y4YeHHWKa, y4uTesba U
HAacTaBHUKA, Y HapeAHUM OpojeBuMa Ou 00jaB/bMBAIM M KOMILUIETHA pellelmha JaTUX 3ajaTaka. la
pemema 6M 00jaBJbUBAIM HAa OCHOBY €JIEKTPOHCKH JOOMJEHUX pelleka. OHAKO KaKo TO ayTop
pemema xenu. [loTnuc Moxke OUTH ayTOpckH (MMe U Mpe3uMe, LIKoja. MecTo, a 3a yYeHHUKE U
paspen) Wi MOoA HeKUM TceynoHnnMoM (Ha mpumep: Jlasza 13, Jlena matemarmuapka, Jnodasr,
Coduja XKepmen,...), Monmmmo 3anHTepecOBaHEe YYCHUKE, YUHTEJhe M HACTaBHUKE J]a HaM CBOja
peniema masby myTeM Harre e-mail aapece diofant 2020@gmail.com (Hajoosbe y Word TekcTy, jep

HaM je TO Hajlakiie 3a 00jaB/bHBamE; KA0 CIMKY YATKO MCIUCAHOT PEIIeHha CHUMIBCHY MOOITHIM
TenedoHoM; uiu HekoM Tpehem dopmary).

Hpyra pyopuka je JUODPAHTOB MATEMATUUYKU NOJATAK y kojoj hemo 0GjaBibu-
BaTH Majlo Jy)Ke TEKCTOBE, KOjU TPETUPAjy IEJOBUTE TeME 3a JOAaTHYy HACTaBy MaTeMaTHUKE H
MaTeMaThdka . ¥ OBOBOM Opojy eNeKTpOHCKOT dacomuca ,,Jlnodant momatak he Outm TEKCT
Henuneapne JluodaHToBe jenHauMHE KOjU TpeTHpa pellaBame HenuHeapHux JlnodaHTOBHX
jenHaunHa KopummhemeMm anrebapckux TpaHchopmanuja. 3a Heku ox creaehux OpojeBa
,JAnodanTta® nmpumpemamo kao momarak OmabpaHe 3amaTke BezaHe 3a Opoj 2022 (ca pememuMa).
Bpio pano hemo o6jaBuTH 1 ApyTe HEIOBUTE TEKCTOBE KOje OUEKYyjeMO O Bac.

np Bojucnas Augpuh



10.

OJIBPAHU 3AJIAIIU

Konuko nma: a) tporudpennx; 6) merormdpenux OpojeBa uuju mpou3Bo nudapa je Hyna?

Hexu Opoj Ha3uBamo cpehrnM ako ce m3Mely meroBux mudapa MOry yMETHYTH 3HAIIN
padyHCKHUX OTepalyja 1 3arpajie Tako Ja BpeIHOCT nooujeHor uspasa oyzae 100 (ma mpumep
0poj 98751 je cpehan Opoj jepje 9 8+ 7 - (5—1)=100). fokaxxu na cy OpojeBu 123456 u
654321 cpehnu 6pojeBu?

Bbpojese 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8 u9 nanumu y mospa KBagpaTHe Tabimme 3 X 3 Tako aa je
npou3BoJ OpojeBa y jeTHOM peay jeaHak Opojy KOjH je HalicaH ca JeCHe CTpaHe Tora pefa, a
npou3BoJ OpojeBa y jeTHOj KOJIOHH jeTHaK Opojy KOjH je HalMcaH UCTIOA Te KOJOHE (BUAN
CIIHKY).

20

108

168

42 80 108

Nmamo nemup nyxxunae 9 cm Ha KoMe Hema o0enexeHux nojeoka. Kako tpeda obenexutu
caMo TPH IMOJe0Ka MO3HATE Ty XKHHE, TAKO Jla ce TOMONY JISlhHpa MOTY U3MEPHUTH CBE AYKU
ymje cy Iy>KuHe NpupoHu OpojeBu ox 1 cm 10 9 cm ?

Kopucrehu caky ox mudapa 1, 2,3, ..., 7, 8,9 camo 1o jeTHOM HAMTUCATH HEKOJIHUKO
mpoctux OpojeBa. Konctpyumm 6ap jenan takaB ckyn npoctux OpojeBa. Konuku je Hajmamu
Moryhu 30up Tako 1006MjeHnX mpocTrux OpojeBa’?

b 30+c

Onpenu jemnonudpene Opojese a, b u ¢, Tako 1a je 2 + 5 = 35
a

Onpenu 30up CBUX MPOCTUX OpojeBa KOjU ce HE MOTY HalucaT y 00JIUKy 30Hpa JiBa CIOXKeHa
opoja.
Jla i je 6poj 2° + 2% nemus ca: a) 320; 6) 32007

Pemu cucteM jemHaunHa x; + X3 + ... + X = X1X2 ... X = 2022 (x je nmpupoaan 6poj Behu ox 1)
y cKyIy nmpupoanux OpojeBa? Oapean HajMawy U HajBehy BpeaHOCT Opoja .

Jla mu cucreMm jenHayMHA x12 + x22 + ...+ xK2 = X1x2 ... Xx = 2022 uma pemiema y CKyIy
npupoHuX 6pojeBa? OOpa3Io3Ku peliekhe



xﬁ IKOJIA 3A MJIAJIE MATEMATUYAPE
oy JIMODAHT*
IIKOJICKA 2021/22
3. PA3PE]]

10.

11.

12.
13.

TEMA 3172
[TIPEEPOJABAILE CKYITIOBA BPOJEBA

Bpoj 121 caapxu mudpe 1 u 2. Konrko uma Tporudpenux 6pojeBa y 4ijeM JeKaTHoM
3anucy cy camo mudpe 1 u 27

Konmmko nma TpormdpeHnx npupogHux OpojeBa KoJ| KOjuX je pa3iuka Hudpe CTOTHHA ’
mudpe jeIuHuNa jeqHaka 87

Kommko nma tpoummmppernx OpojeBa Ko Kojux je 30up mudapa jeqnak: a) 4; 6) 247
Konuko nma tporudpennx 0pojeBa Ko Kojux je mpou3Boa nudapa jeqHax a) 12; 6) 562

36up mudapa wexor 6poja je 7. [Ipsa mudpa tor O6poja je 1, a cBaka cieneha Huje Mama ox
nperxonane. Konnko TakBux nBoumdpeHux u TporudpeHnx Opojesa nma?

[MpousBox mudapa npupoaHor 6poja mamer o 1000 je 8. Komrko nMa TakBUX MPHPOTHUX
OpojeBa?

On rpama A o rpaga B Boxe 3 myta, a ox rpana B mo rpaga C wetnpu myta. Ha kommko
HaYMHA ce MOXKe O]l Tpaja A momyToBaTh y rpaj C, ako ce myTyje npeko rpana B?

Kommko nma nBommppernx OpojeBa Ko Kojux je mudpa necernna 1, 2 umu 3, a mugpa

jenununa 4, 5, 6 wim 77

Konuko nma: a) jennornudpenunx; 0) nBOUPpPEeHNX; B) TPOIUPPEHUX MPUPOAHUX OpojeBa?

VY 6pojy 237 mudpa jemunanna je 7. Komuko nma tpormdpennx 6pojesa umja je muppa

jenuHuna jeqHaka 7?

VY 6pojy 345 mudpa croruna je 3 . Kommko nma tpoungpeHux OpojeBa unja je mudpa
cTotuHa 3?

Konuko nma tpormdpenux 6pojesa uuja je mpea mudpa 5, a nocnenma nudpa 8?

VY tpormdpenom 6pojy ABC mudpe A u C cy maphe, a mudpa B je HenmapHa.
Konwuko TakBux Tpornudpennx 6pojeBa uMa ako ce nudpe: a) He MOTY MOHABJBATH: 0) MOTY
IIOHABJHATH?

Y npBOM IOIYroAMIITY cMO peanu3oBanu 15 tema. Kao mecHaecty TeMy cMaTpaMo ofabpaHe 3a/1aTKe Be3aHe
3a 0poj 2022, oqHocHo 202, Tako na y 0BoM Opojy peanusyjemo 17. Temy 3a CBe paspene



14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.

1)

2)
3)
4)

5)

VY 6pojy 864 ce mudpe cy napae. Komuko nma tpormdpernx OpojeBa duje cy cBe nudpe
nmapHe, ako ce 1udpe: a) He MOTY MOHAaBJLATH: 0) MOTY TIOHABJHATH?

Kommko nma Tpoumdpennx OpojeBa Koju Cy IeJbHBH ca S5, ako ce mudpe: a) He MOry
TIOHABJBATH: 0) MOT'Y TIOHABJHATHU?

Bbpojesu 88, 575, 777 ce Ha3uBajy MaJHHIPOMH U YUTA]y CE C JlaBa y JJECHO UCTO Ka0 U C
necHa y seBo. Koinko nma aponupeHnx, a KOJIMKO TpOUU(pPEeHNX HaarHaApoma?

Kommko uma tpoumdpennx OpojeBa uuju je 30up nudapa Hemapan?

Konuko nma tpormdpenux tporudpennx Opojesa urju je mpou3Boa nudapa napas?
Konuko 6pojeBa uma y amzy 7, 14, 21,28 ... 77, 84, 917

Konuko 6pojesa uma y amzy 3, 7, 11, 15, ..., 97, 99?

Onpenutu 36up 6pojeBa 22 +25+ 28+ 31+ ... +73 + 76+ 79 + 82.

Ha maTemMaTHukoM TakMHYEHY TaKMHUYapcKu OpojeBH ydeHHWKa Tpeher paspema cy mpas-
JeeHm 110 cnenehem cucremy. Hajmamu Takmmgapceku 6poj je 6uo 37, a cienehu je 6mo 43, ma
cnenehu 49 u ... cBaku cnenehu yueHuk Tpeher paspena - y4eCHHK TaKMHUYEHa jeé UMAo
TakMuuapcku O6poj 3a 6 Behu on mpetxomnor. Kommko je yuecHuka u3 tpeher paspena umano
TO TaKMHUEHHE, aKO je HajBehu TakMudapcku 6poj 6uo 3737

JIOMARU 3ATIATAK

Kommko nma TpormdpeHnx npupoIHux OpojeBa KoJ| Kojux je 30up nudpe CTOTHHA U nudpe
jenuHuna jeaHak 16?

Konuko nma tporummdpennx 0pojeBa Kol KOjux je 30up nudapa jeaHax 5?
Kommko nma tpormdpennx OpojeBa KoJ KOjux je nmpou3Box mudapa jeanak 9?

Komuko nma tpoumdpennx Opojesa umja je mudpa jemquauna 0, 1, 2, 3; mudpa neceruna 4, 5,
6 v mudpa croruna 7, 8, 9?7

Konuko nma tpormdpenunx 6pojesa uunju je mpousBos mudapa jeanak 0?




f‘.—wiﬁ IIIKOJIA 3A MJIAJIE MATEMATHUYAPE
e

(R JIMODAHT
SR
IKOJICKA 2021/22
4. PA3PE]

TEMA 417
PAUYYHCKE OIIEPALIMJE CA ITPUPOJHUM
bPOJEBUMA

1.  Ognpenu pa3nuky HajBeher n HajMameT ceIMOU(PEHOT MapHOT Opoja HarmMcaHoT moMohy
madapa 0, 3, 5, 7 u 8 y xome ce HujeaHa nu(pa HE 1M0jaBJbyje BHIIE O/ JBA MyTa.

2. Hatu cy OpojeBu 35246, 42385, 45263 u 75234, Ako y cBakoM o] THX OpojeBa nmudpe 4 u 5
3aMeHe MecTa Koju oJ OpojeBa he ce HajBuIe yBehaTn U 3a KOTUKO?

3. Y mapenny tabnmiy ynmcaTu HepocTajyhe OpojeBe Tako qa 30up cBaka TpH cyceaHa Opoja
OyJe jemHak

345 222 876

4. Jlomuiiwm jesiaH map 3arpaja Tako jia Oyjae tayna jeqaaxoct: 2021 - 287 —2009 : 7=0

5. Wspauynaj 209 - 208 —208 - 207 — 2 - 207.

6. Bpojere 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 u 9 nanumu y nosba KBajapaTHe Tadbmuie 3 X 3 Tako 1a je
Mpou3BoJ] OpojeBa y jeTHOM peay jelHaK Opojy KOju je HallMcaH ca JieCHe CTpaHe Tora pefa, a

Mpou3BOJ] OpojeBa y jeTHOj KOJIOHH jeIHaK Opojy KOjU je HAlKMCcaH UCTIOJ] Te KOJIOHE (BHIU
CIIHKY).

20

108

168

42 80 108

7. Jomymmwmspaz 2 2 2 2 =5 5 5 5 53HakoBUMa padyyHCKUX orepanuja (6e3
kopuihema 3arpaja) Tako jaa ce 1o0uje Tadna jenHakocT. Komuko nma pemema?



10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

1)

2)

3)

4)

5)

Nsmely mudapa y m3pazy 9" 8+7 6 5+4— 3°2—1=1995 nocraBuTH 3arpajae Tako Jia
ce noOuje TauyHa jeJHAKOCT.

30up mIeCT pa3IMIuTUX NPUPOAHUX OpojeBa je 22. Onpenu o kojuMm OpojeBrMa je ped?
Onpenutu neT npupoaHux Opojesa umja je cyma 20, a mpousso 420.

Bpoj 120 je jennak 30upy HEKOTUKO MPUPOAHUX OpojeBa YMju je mpou3Boj Takohe 120.
Konmko Hajmame, a KOJIMKO HajBUIIIE TAKBUX OpojeBa mMa?

bpoj 30 Hanumm kao BpeAHOCT TpU OpojeBHa M3pa3a O KOjUX CBAKH CaAp KU MO TPU HCTE
udpe. /1o3BosbeHO je kopuiheme CBUX padyHCKHUX OIepaliyja, 3arpajia 1 ClenbiuBambe

mudapa.
3a npupoaHe O6poje a, b u ¢ Baxku jeaHakocT a — b + ¢ = 2021. Konuka hie 6utn BpenHoct
m3paza a-—b +c, ako ce cBaku oj 6pojeBa a, b u c: a) moseha 3a 333; 0) ymamu 3a 4447

Bnana, Haga u Jarona cy ounm y kynosuau. Bitana u Hana cy motpommnu 2021 qunap,
Bnaga u Jaroma 3022 u Haga w Jarona 4023 nmuHapa. Komuko HOBIIA je TIOTPOIIMO CBAKO O
Bux?

Hemmdpyj mHOKEHE: AAA - B=1998.
3rpasa uMa Tpu crparta. Ha npBoM u apyrom crpary »xuBe yKyIHo 22 ocobe, a Ha APYroM U

Tpehem cnpaty xuBu 20 ocoba. Konuko jbyau ctanyje y Toj 3rpaju ako ako je 6poj ocoba Ha
JIPYTOM CTIpaTy jeTHaK YKyITHOM Opojy ocoba Ha mpBoM u Tpehem crpary.

36up nBa O6poja je 52. Axo ce npsu yBeha 11 myta, 30up he 6uru 152. O kojum OpojeBuma je
peu?

Ilepa je Tpebao aa matu 6poj moMHOXKHU ca 15 u cabpe ca 4. MelyyTum oH je Hemo3HaTH OpOj
MOMHOXHO ca 4 1 cabpao ra ca 15. 3aHUMJIBHBO je J1a ce y 00a ciiydaja To0uje UCTH pe3yITar.
Koju 6poj je nat?

JIOMARU 3AJIATAK

Nmamo nemup myxxunae 9 cm Ha KoMe Hema o0enexeHux nojeoka. Kako tpeba obenexxutu
caMmo TPH IMOJe0Ka MO3HATE Ty KHHE, TAaKO Jla ce TOMONY JISlhHUpa MOTY U3MEPHUTH CBE AYKU
4Hje cy Ty>KUHE NpUpoIHU OpojeBu ox 1 cm 10 9 cm ?

Ha urpanmumry nmMa 60COHOTHX Jiedaka MCTO KOJIMKO JIeBOjYMIa y maTukama. la im je Ha
UTPASTUINTY BUIIIE OOCOHOTE JIeTIe WU J1eBOjuHnIa’?

30up Tpu y3acToItHa MpUpoaHa Opoja je X, a 30up cieneha Tpu yzactomHa 6poja je y. Moxe
7y npom3BoA X uy omtm 111 111 1117

VYnopenu 6pojeBe A =2011-20122012-201320132013 u
B =2013-20112011-201220122012.

HemmdpoBatu (AA + AA+ 1) A= AAA.



QW u IIIKOJIA 3A MJIAJIE MATEMATHUYAPE
Qo JIMODAHTS
=S
IHIKOJICKA 2021/22
5. PA3PE]]
TEMA 517.
PA3JIOMIIN (2. JEO)
VYopeau pa3ioMKe: ﬁ u &
PEAILP " 799 " 7999
Hspasyais ) 333‘( 17, 97 2 jb) (131313+1648M1648_131313j: 1
111111 222222 777 686868  1751) \ 1751 686868, 16

n—-1 11

< .
5 12

Onpenu cBe MpUpoaHE OPOjeBE N 32 KOje& BaXKU: 1 <
. : . 57 .
Koju 6poj tpeba omysetn ox Opojuona W I0JaTH MMEHHOIY pa3ioMKa >3 na ce mobuje
. 3
pasIoMak jeTHaK 3 ?

WUmenunarn pasnomka ; je yBehan 3a 28. 3a xonmko Tpeba yBehatn Opojuiian 1a ce pasiomMax

HE IpoMeHH?

2

Koja nBa paznomka ca ABoIMppEeHNM UMEHHOIIUMA UMa]y 30Up jeJTHAK 3000

Pasnuka nBa Gpoja je %, a ’UXOB KOJIMYHUK Takohe % . Koju cy To 6pojeu?

Oxpenu Tpu pa3inoMKa YHju Cy HIMEHHONM POCTH OpOjeBH aKo je 30up THX pa3ioMaka %

. . .2 b 30+c
Onpenu jennonudpene 6pojese a, b u ¢, Tako 1a je — + 5 = 35
a
. . 5 6 9 .
10. Opnpenu HajMamu NPUPOJAH OPOj KOjU MOAEJHEH CBAaKUM OJ pa3lioMaka 7’ 25" 35 naje

pupoJiaH 0poj.

.. . 55 44
11. W3pauyHaj] HajMamH paszjIoMak Ydju je KOJIUYHUK MPHU JCJbCIY U Ca E uca m MPUPOIaH
0poj.

10



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

1)

2)

3)

. . . 45 5
Onpenu Hajehm Opoj, TakaB 1a, ako ce OpojeBU — U 93 UM T0/IeNie, KOJIUYHUK Oyne
pupoJiaH 0poj.
Pemmu jenHaunny ;1 =2007.

-
1

1+—
X
UspauyHaj 30up — + L-|-L.|. L
padyHa) p1-2 332 910
Hatu cy pasnomiu 61:;—5 u b :% . YBepH ce /1a BaXKHM HEJETHAKOCT: a < ath <b Jla

T JTaTa HejeHAKOCT BaXKH caMo 3a JaTe OpojeBe a u b, nim Baxu 3a cBe OpojeBe a u b, 3a
Kojeje a < b?

. 7 . . .
Onpenu pa3inoMak jeHaK ca 3’ KOJI KoTa je 30up Opojuomna n nMeHnona jeanak 140.

. . n 1
Onpenu npuposan Opoj n U MPOCT OpPOj P TAKO Ja BaxH @ = —. Koauko pa3muuuTux
p

perema uma mpoodiaem?
30up nonoBuHe, TpehinHe U ceqMUHE HEKOT Opoja je 3a 1 Mamu ox Tor O6poja. Koju je To 6poj?

VY mpasHa moska (BUIM CIIHMKY) YIHCATH Pa3IOMKE Tako Ja 30MpOBH MO TpH Opoja y CBaKoj
BPCTH, KOJIOHU U JIWjaroHay Oyay MeljycoOHO jeHaKH.

5
7
10
0,4
JIOMATRU 3AJIATAK
y o8 987
opeaun pa3jioMKe: 987 nu 9876

2

Bpojunarn jemHor pasznomka je g uMeHHnona. Ako Opojuony gojgamo 3, a UMeHHOIy 15,

. 1
no0ujamMo 3 Onpenu moa3HA pa3ioMak.

1 1 1 1
Jla 1 je TayHa HejeTHAKOCT: + + +...+

1-3 3.5 5.7 99-101

11



4)

5)

12

999 . .
a) Paznomax 994 HpeJcTaBU Kao 30Mp J1Ba pasziIoMKa ce jeAHOLH(peHuM Opojuoruma.

145
0) Oppenu 1Ba pa3IoMKa ce JBOUU(PPEHIM HMEHHOIIMMA, TaKO Ja je IBUXO0B 30up ———

1998

VY mpa3Ha moJsba (BUAM CIHMKY) YITUCATH PAa3IOMKE TaKO Ja 30MpOBU MO TpH Opoja y CBAKoj
BPCTH, KOJIOHH U JWjaroHaiu 0yay melycoOHO jemHakm.

W

0,4




10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

IIKOJIA 3A MJIAJIE MATEMATUYAPE
JIMODAHT*

[ITKOJICKA 2021/22
6. PA3PE]I

TEMA 617
HNEBMBOCT. ITPOCTHU U CIIOKEHU bPOJEBU

[TpousBox Tpu y3actorHa 1ena 6poja je 2688. O kojum OpojeBuMa je peu?

Paznmomak 281/140 npukasatu Kao 30Mp TPH pa3IOMKa ca jeTHOIMHPPEHUM
UMCHHOINMA,

Jat je mpupoman 6poj n=1-2-3-...-49-50. Onpenu HajMawkH NPUPOIAH
Opoj KOjU ce HE CATPKU Y .

Axo je n pupoaan 6poj, ouaa je (10n + 35)/45 takohe npupoaan 6poj.

[TpousBox aBa mpupoaHa 6poja je 1350, a muxos H3/[ je 15. O kojum
OpojeBuma je peu?

[TpousBoj aBa TpormdpeHa 6poja 3anucyje ce camo MOMohy HEKOJIUKO TPOJKHU.
O xojum TpourpeHuM OpojeBruMa je pey?

Jla mu je Tauno TBpheme: 30up aBa ciaokeHa Opoja je YBEeK CIIoKeH 0poj?
Onpenu cBe npocte O6pojeBe p Take na je 1/3 < p/12 <3/4.

Csu nipoctu 6pojeBu Behu o1 3 cy o6nmka 4k + 1 wnm ob6nuka 4k + 3. Jlokaxmw.
Csu npoctu 6pojeBu Behu o1 3 cy oOnuka 6k + 1 win obnuka 6x — 1. J{okaxu.

Onpenutu cBe npocte OpojeBe p, TakBe 1a cy p, p + 14 u p + 28 npocTtu
OpojeBu.

[TocToju 11 mpupopaan 6poj n (n > 2023), TakaB aa cy OpojeBu
n—2020, n un+ 2020 nmpocTtu?

Jla 1 je ckymn npocTux OpojeBa KoHayaH Wik OeckoHauaH?
Onpenu cBe mpocTe O6pojeBe p, TakBe 1a je 8/63 < 1/p < 2/5.
Opnenutu cBe 11ene Opojese n Takse na je 24/(3n — 4) takohe 11e0 6poj.

Konuko nma mpoctux OpojeBa Koju ce He MOT'y HalmucaTH Kao 30up J1Ba ClI0kKeHa
opoja?



17.

18.

1)

2)

3)

4)

5)

14

36up aBa mpocta Opoja je mpocT Opoj, a BUXOBA pasiiuKa je Takohe mpoct Opoj.

O xojuMm OpojeBuMa je pea?

Kopucrehu cBaky on nudapa 1, 2, 3, ..., 7, 8, 9 camo 1o jeqHoM HanmucaTu
HEKOJIMKO MpocTux OpojeBa. KoncTpyuim Oap jenan TakaB CKyI MPOCTHX
opojeBa. Konuku je Hajmamwu Moryhu 30up Tako 100MjeHUX mpocTux OpojeBa?

JIOMARU 3AJIATAK

Konuko nma tpouudpenux npoctux OpojeBa umje cy cBe nudpe npoctu
OpojeBu?

3a npupoane 6pojeBe X u y H3/[ je 12, a H3C je 144. O kojum OpojeBrMa je
peu? Konuko pemiema nma?

[TocToje i ipocTH OPOjeBU p M  TaKBH J1a je:
a) 2p+3q=45; 6) 2p+3q=56?

Moske 11 ce: a) IPBUX JIEBET MPOCTUX OpojeBa; 0) MPBUX JIEBET HEITAPHUX
MPOCTHX OpojeBa pacIoOpeIUTH Y TIoJba KBajipaTa 3 X 3 Tako Ja ce n100uje
MAaruyHu KBajapar?

Yerupu yueHnka cy o Opojy HalmucaHOM Ha eKpaHy Jaajiu cienehe usjase:
[Tepa: Ha expany je nanucan 6poj 9.

Kuka: Ha ekpaHny je HamucaH mpoct 0poj.

Munka: Ha exkpany je Hamucas mapas 0poj.

Harama: Ha ekpany je nanucan 6poj koju je nesbuB ca 15.

JenaH yueHUK W jeTHa YYCHUIIA CY A Ta4HE, a JPYTUX JABOjE YUYCHHKA
HETaYyHE OJIrOBODE.

Koju 6poj je Ono 3ammcan Ha ekpany?
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IKOJICKA 2021/22
7. PA3PE]

TEMA 717
METO/I TIOCJAEABE [TUDPE

[Mocnenma mudpa y 3ammcy MpUPOTHOT WK LENor Opoja je MoHEeKaa BeoMa KOPHCHA 3a
pelaBame MHOTHX MaTeMaTHYKUX Mpobiema. Y MPeTXoJHHM TeMaMa MCTpakKMBaHaA j€ MOCTelmbha
mudpa KBaapara nenux OpojeBa. Llusb oBe Teme je 1a ce Kpo3 HapeaHe mpuMmepe (M 3aJaTke KOjH
cliefie) TIOKa)Xke KaKo Ce MCTPaKMBAEM IOCIE-e IH(pe joI HEKMX KapaKTepHUCTUYHUX OpojeBa
peiia-Bajy npoOJieMH JeJbUBOCTH, jeHAUYMHE ca [eT00POjHIM ITPOMEHJBHUBUM ... U KAKO MOCIIEHha
nudpa Moxke OUTH KOPUCHA U Y JPYTUM CUTYaldjama.

IIPUMEP 1. Kojum yughpama ce 3aspuiasajy keaopamu npupoonux (u yenux) opojesa?

PEIIEBE: Csu npupoanu 06pojeBu ce 3aBpmanajy mudpama 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. tbuxosu
KBajipaTH ce 3aBpmiaBajy nudpama 0, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1, ma ce xkBagpaTu 1enux OpojeBa
3aBpmasajy muppama 0, 1, 4, 5, 6 u 9. Jlakie, kBagparu nenux OpojeBa ce HHKaga HE 3aBpIIABajy
nudpama 2, 3, 7 u 8.

I[IPUMEP 2. ITocmoje iu npupodnu Gpojesu x u y makeu 0a je x° + 6 =9 876 5432

PEIIEIE: Kako ce 6poj x* 3aBpmasa HekoM ox mwadpa 0, 1, 4, 5, 6, 9 a Gpoj 6" yBek 3aBpimasa
uudpom 6, To ce 6poj x> + 6 Moxe 3aBpuraBaTi camo mudpama 0+ 6, 1 +6,4+6,5+6,6+6,9
+ 6, naxne nudppama 6, 7, 0, 1, 2, 5. 3akmpyuyjemo na ce x* + 6 He 3aBpmana 1udpom 3, ma He
MOCTOj€ MPUPOTHU OpOjeBH KOjH 3a10BOJBABA]Y ATy jeTHAKOCT.

IIPUMEP 3. Jla au je 6poj 3*°%° + 4% + 5% vemug ca 102

PEIIEBE: Bbpoj 3% =81 3aBpiiaBa ce udpom 1, ma ce u 6poj (3%" , omnocuo 3°°%°

3aBplIaBa
ugpom 1. Bpoj 4" ce 3aBprasa wiu udpom 4 (ako je n HenapHo) win nudpom 6 (aKo je n mapHo),
na ce 6poj 4°°" sappmasa mudpom 4. Bpoj 5 ce yBek 3aBpmasa mudpom 5. To 3Haum na je

32020 +42019 + 52018

mocMarpanu 0poj jemHak ...1 +..4+..5=_..0 Kako je nocienma mudpa

36upa Hyma, T0 je 6poj 3°°%° + 42" + 5218 jemuB ca 10.

IIPUMEP 4. Hma nu jeonauuna m* +n* = 33333333 peuierve y ckyny yeaux opojesa?
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PEIIEIGE: Axo je x 1eo 6poj, ouma ce x* 3aBpmasa mudpama 0, 1, 4, 5, 6, 9, a k* ce 3aBpmasa

uudpama 0, 1, 5, 6. Tocneama mwadpy 36upa m* + n* ce Moxe npukasat ciaenehiom TabIHIIOM:

m*l | > 0|1 ]5]6
0 0| 1|56
1 1126 ]|7
5 516101
6 6 | 7|12

U3 no6ujene Tabmuiie je jacHo ma ce 36up m® + n' yBek 3aBpmasa madpama 0, 1,2, 5, 6 u 7 u
HUKaja He 3aBpiiaBa udpama 3, 4, 8 u 9. IIpema Tome m* + n* ce nukama ne 3aBpIiaBa udppom 3
U J1aTa jeJJHaYMHA HeMa pellea y CKyIy [elnx OpojeBa.

IIPUMEP 5. OO0pedu npupooune bpojese x u y maxse oa je x! + 35y = 9789.

PEIIEBE: Bpoj k! ce 3aBpmasa mudpama 1, 2, 4, 6 u 0. Kako ce 6poj 35y 3aBpmraBa mudpama 0
unm 5, 1o ce x! 3aBpmraBa nmudppama 9789 —...0 = ...9 unmm 9789 — ...5 = ...4. Jeaunu ¢akropujen uuja
je mocneama mudpa 4 je 4! =24, na je x = 4. [laxne, 24 + 35y = 9789, na je 35y =9765uy = 9765 :

35=279.
3ATALIN
1.  Kojum ce mudpama ce Moke 3aBpIIaBaTh 3alKc MPOU3BOAA [BA Y3aCTOMHA MPUpOaIHa Opoja?
2. Hammucana je jemnakoct 1 +2 + ...+ (n — 1) + n =44444444444444. Jla nu je ona moryha?
3. Axo je k mpupojan 6poj, kojum nudpama ce 3aBpuiasajy opojesu 1%, 2%, 3%, 4% 5% 6" 7", 8"
u 9%
4.  Jlokaxwu aa je 0poj 32019 + 8 nespuB ca 5, a HUje nesbuB ca 10.
5. Oxpenu HajMamM pupoaaH Opoj 7 Takas aa uspas 1" + 2" + 3" + 4" uuje neswus ca 5.+
6.  Jlokaxu gaje 6poj m= 6"+ 7 + 8 + 9°°° nemus ca 10.
7.  Janu jemnaunna 9" + 11" =4" uma penieme y cKymy npupoaHux Opojesa?
8.  3aKoje BpeaHOCTH IIPUPOIHOr Opoja 7 je uspas 7" — 1 nesbus ca 10?
9.  Tlocroje v NPUPOIHHU OPOjEBH X, V M z TaKBH aa je 5° + 6 + 7° = 666666?
10. Oppenu cBa peiniema jeaHaunne x! + y! = 5046 y ckymny npupoiHux Opojesa.
11. JHokaxwu nga, ako je n > 1, onja je n! mapaH u axo je n >4 onna je n! nemus ca 10.
12.  Jla mu je 6poj m = 12720 + 22020 + 32020 4 2020 pieripm ca 102
13.  Jlokaxwu na je 6poj (77)7+ 3 nmesbus ca 10.
14.  TlocToje v mpupoaHU OpojeBr 1 | k Takeu ja je 5" + 6" + 7" + 8" = 10x?
15.  Jlokaxw ma je uspaz 1771 + 221 + 3271+ 421 nespup ca 10 3a cBaku mpupoaas 6poj 7.
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16.
17.

18.
19.

1)
2)

3)

4)

5)

Jla i je 6poj 2° + 2”° nesmuB ca 800?

Axo cy x u y npupogHu OpojeBu, oHna jemHaumHa x! + y! = 201920192019 nema pemema.

Hoxaxu.
Konuko pemema nma jeqnaunna 1! + ... + x! = y2 , aKO CY X ¥ y IPUPOJIHU OpojeBu?

Onpenu cBa pemiewa jenHaunne x! + y! = z! y ckynmy npupoaux opojesa.

JIOMATRU 3AJIATAK

Hokaxwu aa je 6poj 24%* + 24 nesvus ca 100.

AKo je p ipocT 0poj, Tana je pzo18 + 2019 cioxen 6poj. Jokaxmu.
JlokazaTu fa jenHaYMHA x*+ 57 + 22920 = 348934893489 Hema peniema y CKyImy Helux
OpojeBa.

PewiTy y CKyIy PHPOIHKX GpojeBa jeanaunmy 2x° + y! = 6051.

22008 o 22006 + 22003_

Onpenu mociieame Tpu nudpe Opoja n =

17



Pt IKOJIA 3A MJIAAE MATEMATHUYAPE

_;J .‘2*_";‘—?
[TKOJICKA 2021/22
8. PA3PE/]

TEMA 817
HEJIMHEAPHE JUO®AHTOBE JEIHAUNHE

VY ceamom paspemy Owiio je ToBOpa O pemaBamy JnodaHTOBHX jenmHaunHa KOpUIINEHEM

nocienme muppe, MPOW3BOAA, KOJIMYHHKA, 30Mpa, (HE)MapHOCTH, OCOOWHA [EJBMBOCTH H

HejenHakocTH. Llusb oBe Teme je ma ce Ha MmpuMepuMa W3BPIIN OOHABJbAKE W MPOAYOJEHBAIHC
HaBEJICHUX CaJpiKaja.

AN i

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.

18

IMocToje v 1ienm OpOjeBU X U y TAKBH JIa je x* +y4 = 5()c3 +y3) + 297
Onpenu cBe 1iene OpojeBe x U y TakBe jaa je xy + 2x + 3y =47.

KOJHKO pemiersa y CKyIy [eiux OpojeBa nMa jeqnaunna x  —y* = 175.
Penm jennaunny X +2x = y4 +3x%+2 (x,ye2).

Ozpe/u cBe MPUPOIHE GpojeBe X 1 y Tako 1a je 2x° + 5xy — 12)* = 28.

Hara je jeqHaumHa xyz + Xy +yz +xz +x +y+z=5. Konuko pemema y cKymy meamx
OpojeBa MMa gara jeqHadnHA?

Permn jennaunny X+ 2y=2xy (x,y €Z).

JloKak¥ Ja jeqHadMHa X° — xy + ) = z° MMa OECKOHAYHO MHOTO PEIICHa y CKYIy LeTHX
OpojeBa.

Peumn jennaunny x° +xy +)* =7 (x, y € Z).

TocToje Jim PoCTH GPOjeBN p M g TAKBH K A je p° +q° =r?

Peumn jexnaunny x° +y° +z2=2020 (x, y, z € N).

Jata je jenHaunHa: xyz =xy + yz + xz. Konuko pemiema y ckymy:
a) mpupoaHuXx Opojesa; 0) menux OpojeBa MMa JaTa jeJHaYnHa?

Pemu jennaunne: a) X +y3 =xy+61;0) X —y3=xy +61 (x,y € N).
KOIHKO 1e0BpOjHIX pelieha nMa jefHaunHa x° —y° =x + 6y> + 11y + 62
Peumn jennaunny x° + 9x° +26x +24=18y"+7 (x, y € 2).

IMoctoje yiv mpupo U OpojeBH X Uy TakBH Ja je 35 - x! y! = (x + p)!

Onpenu cBe mpupojHe OpojeBe n TakaB na jeaHauumHa n(x! + y!) = z! uma jemuHCTBEHO
pelemhe y CKyITy IPUPOTHIX OpojeBa.



1)

2)
3)

4)

5)

JIOMARU 3AJIATAK

Jlokaxu 1a jeJHaYnHa X+ y3 —z°= | uMa GECKOHAYHO MHOTO pelewma y CKyIy LeJIuX
OpojeBa.

Peumn jennaunny x° +xy +y> =49; (x, y €2).
TTocToje T IPOCTH GPOjeBr p, g M rTakBU 1aje p°+q° =12

Peum jemaunny x° + y>+ 22 =2020 (x, y, z € N).

V ckyIy nenux 6pojeBa pemy jexHadnny X +4 X = ).

19



JIMOD®AHTOB MATEMATUYKU JIOJIATAK
BPOJ 1.

HEJIMHEAPHE JUO®AHTOBE JEJJHAUNHE

OBaj /IwodantoB MareMaTWyk jaoiatak je mnocBehen JIMOQaHTOBHM jeqHaYMHAMA U FUXOBOM
pemaBamy KopuiihemeM anredapckux Tpanchopmanuja. Hanme, anrebapcke Tpanchopmaiimje ¢y cpecTBo
KOjuM ce monaszHa JlmodaHToBa jegHauMHA JOBOAM HAa EKBUBAJICHTAH OOJHK IOTOAAH 32 Pa3lUKOBAbE
crydajeBa. Kako TO KOHKpETHO M3IiIeAa M KaJa ce Kao CPEeJCTBO KOPHCTU HPOW3BOJ, KOJMYHHK, 30Hp,
HEjETHAKOCT, TAPHOCT, JEJLUBOCT WITH HEIITO APYTo, WIYCTPYjy IpuMepH u npobiemu koju ciene. [Ipu Tom
je BaXKHO UMAaTH Ha YMY jeTHOCTaBHY YHIHLCHUILY J1a CBE KapaKTEPHCTHYHE OCOOWHE KOje UMa jeHa CTpaHa u
JIpyra cTpaHa jeJHaKOCTH.

KOPUIITREBEITPOU3BOJA

Kao mHCTpYMEHT 3a pa3nikoBame MOTyhHX cilydajeBa Ipu pentaBamy HopaHTOBHX jeTHAYMHA YECTO
ce KopucTH mpousBo. [IpBu Kopak y pelia—Bamy je Tpancopmaiuja 6ap jejHe CTpaHe jeTHauYnHe (3aBUCHO
0o/ ciyvaja) y oOnuK morojgaH 3a ¢akTopusalyjy Kako JIeBe, TAaKO M JIECHE CTpPaHE jEeJHAKOCTH.
HajnoBoJsbHHja cuTyalnyja je yKOJIMKO ce jeIHaYMHa MOJKEe HalMCcaTH y OOJIHMKY IMPOU3BO/Ia HEKOJIMKO M3pas3a
A(x, v ..) - Bx, y..) .. M, y..)=n xoju canpxu (HakTOPU30BaH MOJUHOM Ha jEJHO] U KOHCTAHTY
pacTaBJbeHy Ha YUHHOLIE C JPYyre CTpaHe jeAHAKOCTH.

IIPUMEP 6. Oopedu cee npupodne 6pojese x u y makee 0a je x> — y* = 124.

PEIIEWKE: U3 x* —)* = 124, cnemm 1a je (x + y)(x — y) = 124. Yunumonwu (x + y) u (x — ) cy GpojeBu ucre
MapHOCTH (JIOKaXXH). Y OBOM CJy4ajy OHHM He MOry OWUTH HEmapHH, jep OM Tala W HUXOB MPOHU3BOJ OHO
HermapaH. Ako ce 0poj 124 pacraBu Ha umHMouUe nobuja ce 124 =1 - 128 =2 - 62 =4 - 31 u jacHo je na
MOCTOjU caMo jemHa MoryhHocT: x +y =62 ux —y = 2. Jlakne, 2x = 64 u x = 32. JenuHo peluemne je
(x, y)=(32,30).

IIPUMEP 7. Oopeou cse yene bpojese x u y koju 3a00606a6ajy jeonakocm xy + 3x— 5y =18.

PEHIEWE: [lata jeanauuna xy + 3x — Sy = 18 ekBuBajeHTHA je ca jenHaduHoM xy + 3x — S5y — 15 =3,
onnocHo (x + 3)(y—5) = 3. Kako je 6poj 3 npoct 6poj, paznukyjy ce cienehe moryhnocru:

1) x+3=1y-5=3=x=-2,y=8;

2) x+3=-1,y-5=3=x=-4,y=2;

3) x+3=3,y-5=1=x=0,y=6;

4) x+3=-3,y-5=-1=>x=-6,y=4.

IIPUMEP 8. Oodpedu npupooue bpojese x u y makee oa je xy +x +y =272 .

PEIIEWE: Ako ce u Ha jeBy M HA IeCHy CTpaHy jemHaunse noaa | gobujace xy +x +y+1=2"+1u
nociie TpancdopMalje y IpousBo jeqHaunHa nocraje (x + (v + 1) =22+ 1 =4 294 967 297 = 641 - 6
700 417. 3Haum [na jeAHAYMHa Yy CKyIy @PUPOAHMX OpojeBa KMMa caMO JBa pelema U TO:
(640, 6 700 416) u (6 700 416, 640).
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3a 6poj 2°* + 1 Besana je 3aHuMIBMBA Iprya. UyBeHH GPAHIICKH
maremarudap Iljep ®epma (1601 — 1665) je y jenHoj ox cBOjuX
MHOTOOPOjHUX XUIIOTE3a HAmMcao jaa cy opojesu 3, 5, 17, 257, ..., 1j. cBH
OpojeBu 00IHMKa 2% 41 (n € No) , Koju cy y MaTeMaTH4KO] JIUTepary-

pu no3HatH kao depMaoBu OpPOjeBH, IIPOCTH.

Mehytum, JTeonapa Ojnep je 1732. rogune a0ka3ao aa je netu
®epmaos 6poj Fs = 2% +1=22+1 =4 294 967 2978 cioxen

Opoj. 1 Haiao mwerose unHuone 641 u 6 700 417.

[IpousBog ce ycmemiHO KOPHCTH HApOYUTO Y ClydajeBUMa Kajga jeHa Off CTpaHa jeJHaKOCTH
Mpe/ICTaBJba MPOM3BOA MPOCTHX OpojeBa, 6e3 003upa a M ce pagu O KOHCTaHTaMa WM IPOMEHJBUBUM.
WirycTpanuja TakBOT jeTHOT ciIydaja je cieaehu mpumep.

IIPUMEP 9. Oodpeodu cee npocme bpojese p maxo 0a je 2p + 1 ceOmu cmenen nekoz npupoonoz opoja.

PEIIERE: Heka je Tpaxenu npupoanu 6poj n. [lpema ycnouma 3aatka je 2p + 1 =n', na je n Henapan
npuponan 6poj. M3 2p + 1 = n’ cnemm jemnaxocr n' —1=(n— 1)’ +n’ +n* + 1’ + n* +n + 1) = 2p. Kaxo
cy 1,2, pu2p jenunu ynHUOLM Opoja 2p, To ¢y Moryhu cnenehu cnydajesu:

1) Axojen —1=1, ouaaje n=2, mro Huje moryhe, jep je Beh pedeHo na je n Henapas Opoj;

2) Akojen—1=2,oumajen=3un’+n’+n'+n’ +n’+n+1=1093 =p. Kako je 1093 mpoct 6poj, To je
ypehenu nap (n, p) = (3, 1093) jenHo peieme npodiemMa.

3) Akojen—1=p,onmajen=p+1>3.Kakojen>3,10jeBpennocrmspasan’ +n° +n*+n’ +n°+n+1
Beha o1 2 ¥ 'y OBOM CiIydajy HEMa pellieha.

4) Ako je n — 1 = 2p, omma je n° + n° + ' + W + A+ n + 1 =1, m je
n®+n’+n'+n +n*+n=0, mro je Hemoryhe, jep je n npuponas 6poj.

IIPUMEP 10. Oodpedu cge npupodue bpojege x makge da je 2* + 1 xeadpam npupoonoe 6poja.

PEIIEE: Axoje 2"+ 1=)% oumajey’ —1=(y+ 1)y — 1) =2". Jequnn unnnony 6poja 2* cy crenenn
6poja 2. Heka je 2°=2-2" (a>b),tnejea+b=x. Tamajey+1=2" u y—1=2" maje2—2"=2. Cnean
naje 2’2" —1)=2.Jacnoje maje2’=2u2""—1=1,majeb=1u a—b=1.Jaxie,a=2,b=1ux= a
+b=3.Tamajey’=2+1=9=3" majey=3.

I[IPUMEP 11. Jlokaxcu oa 6poj n' + 2n° + 2n° + 2n + 1 nuje keadpam npupodnoe 6poja nu 3a jedan
npupooar 6poj n.

PEIIEWE: Kakojen'+2n° +2n* +2n+1=n*+20 + i +n* +2n+ 1= i’(*+2n+ 1)+ n*+2n+1=
(n* +2n+ 1)(n* + 1) = (n + 1)> (n* + 1), 10 je n06UjeHu GpOj MOTIYH KBAAPAT caMo ako je n° + 1 mormyH
kBazgpar, o ject n” + 1 =a*. Tamaje a* —n* =1,1. (a—n)a+n)=1.Cremmmajea—n=a+n=1,
onakie je a= 1 u n =0, mro uuje moryhe, jep n = 0 HUje npupoaax O6poj.

3AJIALIN

1.  Onpenu cBe ypehene napose (x, y) nenux OpojeBe x u y 3a Koje je xy + 2x = 7.
2. AKO Cy X M y e/ OpojeBH pemnTH jexHaunny x° — y* = 12. Konmko Taksux Gpojesa nma?

3. Konuko 1eno0pojHuX pelema uMa jeJHIrHa x° — y° = 146?
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10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.

22

Oppenu cBe apoBe Leaux Opojesa (X, y) TakBe 1a je:
a) X’ —5=2xy; b) x*—y'=15;
¢) X' — 13xy+6y°=4; d) X*+6y=)"+4x+10.

Ozpeu pUpoIaH 6poj 71 1 mpocT Gpoj p Tako naje p=n" +4 .

Onpenu npupoaan Opoj 7 Tako Ja je n*+2n+13 KBaJIpaT HEKOT MPUPOIHOT Opoja.

IMocToje v e OpOjeBU X U y TAKBH JIa je x2 —S5xy + 6y2 =3?

Ozpeu pupoaaH 6poj 71 1 mpocT 6poj p Tako aaje Sp+ 1=n" .

[Tocroje 1 mpocT 6poj p U 1meo Opoj 7 Tako Aa ce mMpocT Opoj p MOKE MPUKA3ATH y OOIHKY
8n” +10n +3?

Onpenn cBe mapoBe IenMuUX OpojeBa X M ) Tako Ja je HUXOB Mpou3Box S5 myTta Behu on
HBUXOBOT 30upa .

Onpenu cBe mMpaBoyrJiie TPOYTIOBE ca IeT0OPOjHUM CTpaHUIlaMa dHja je jeqHa kaTeta a = 9.
IToctoje 1 ipocT Opoj p u mpupoan Opoj k 3a Koje je: a) 7p + 1= K5 6) Tp—-1= K37
Onpenu niene 6pojese a, b u ¢ TakBe na je abc + ab=a + ac + 3.
Iocroje m mpocT 6poj p 1 mpUpoaaH Gpoj k TAKBH 14 je k- — 3k = p — 27
AKO cy n ¥ m IPUPOAHHU U p TPocT Opoj pemntH cnenehe jennaunnye:

a) 2p°+1=n; b) i+t +1=p; o) n*+am'=p.

Jlata je jennaunna x° — y* = 2", Komnko pelrersa y cKyIy IpHpO-IHAX GpojeBa MMa 1ata
jemHavynHa?

AKoO ¢y x, y U z 1lenu OpojeBH, OHAa jeaHaunHa (x — y + z)2 =x' - y2 + 7 uMa GECKOHAYHO
MHOTO perniema. JJokaxH.

AKko je m mpupoJiaH Opoj, OH/IA jeTHAYNHA X+ 2xy + y2 —mx —my —m = 1 UMa Ta4HO M
pelema y CKyIy npupoIHux OpojeBa. JJokaxw.

Onpenu cBe mpupogHe OpojeBe KOjH ce HE MOTY MPEACTaBUTH Y OOJHKY 30Mpa HEKOIWUKO
(HajMame J1Ba) y3aCTOMHUX IPUPOAHHUX OpojeBa.

Ha xonmko vHaumna ce 6poj 2019 moxe npeactaBuTu y 00Ky 30Hpa y3aCTOMHUX MPUPOTHUX
OpojeBa?

Oxpeu cBe mpocte Gpojese p 1 g Tako 1a je p> —2¢° = 1.
[Toctoje nu nenu 6pojeBu a, b, ¢ u d Taku na je ab + cd =14 uac + bd =117
Onpenu npupoaHe OpojeBe # U m Tako aa je: 1!1-21-...-100! = n! - m?.

AKO ¢y X, y ¥ z lenu OpojeBH, OJpeu 0ap jeTHO Pellche jeTHAYMHE
x-»'+ -2’ +(¢E-x’=6.




KOPUIIRELEM KOJIMYHUKA

Jeman ox HaumHa 3a pa3aBajame MOTryhux ciiydajeBa mpu pemiaBamy JIMopaHTOBHX jeqHAUYMHA je U
kopumheme KOMMYHMKA W aHalM3a heroe IenoOpojHoctH. Mreja je ma ce jenqHaumHa 4 = B, HH30M

. P . P
TpaHcopmanuja npesene y ook M = N + —. Axo cy M u N uenu OpojeBH, oHAa TO MOpa OUTH 1 — ,

mTo 3Ha4M Ja ce O Mopa caapxkatu y P. AHanuzom MoryhHOCTH y KojuMa ce To jgoraha, 6e3 o03upa aa i je
Q Opoj mn Heky anrebapcku U3pa3 JA0JIa3u ce 10 JOTHYKE OCHOBE 3a pa3/Bajamea CBUX MOryhHX cirydajeBa.

IIPUMEP 12. Odpedu cee yene Gpojese x u y koju 3a00606a6ajy jednakocm x° —xy + 2x— 3y = 6.

PEILIEE: Axko ce nara jenHaunsa x° — xy + 2x — 3y = 6 TpaschopMuie y oomuk x° + 2x — 6 = xy + 3y =

y(x + 3), onna nmocroje nBe MoryhHocTH:

1) Axoje x=-3,0n1aje x’ +2x—6=-3,a y(x+3)=0, na x = —3 Huje peluemHe jeHAUNHE;

2) Akoje x#—3,0HIaje y= M =x-1- i Kako y mopa 6utu 11ieo 6poj nocroje cnenche
x+3 x+3

MoryhHoCTH:

2.1) Axojex+3=1,onmaje x=-2, y=—6;

2.2) Axojex+3=-1,oumaje x=—4, y=-2;

2.3) Axojex+3=3,onmaje x=0, y=-2;

24) Axojex+3=-3,onmaje x=-06, y=-0.

IIPUMEP 13. Oodpedu cse ypehene napoge (x, y) npupoonux 6pojeséa x u 'y maxo oa je p(x +y) = xy, npu
ueMy je p HeKu npocm 6poj.

PEHIEBE: U3 p(x +y) =xy nobujace px=xy—py=y(x—p). Caga cy moryha apa ciyyaja:

1) Axoje x=p,ongaje p° =0, 1j. p =0, mro nuje moryhe ;
2 2 2
-p 4+
px _px—p +p :p+P _
xX=p X=p X=p
3)  Jla 6u 6poj y 6uo mpuponaH, p° Mopa GUTH JE/BUBO Ca X — p, Ia ce, C 003MPOM A je p IpocT 6poj,
pasnukyjy yeTupu MoryhHoCTH:

2) Akoje x#p,0HAaje y=

31) Msx-p=lcrenn x=p+1, y=p’ +p;
32) Msx-p=p,cnemu x=2p,y=2p;
33) M3x—p=p’,ciemux=p +p, y=p+ 1.

3.4) CnyuajeBu x —p=—1,x—p=—pux—p=—p ornanajy, jep Tana jenan oa 6pojeBa X UM y HUje
TPUPOJIaH.

OBa jemHaumHa je Owia BeoMa INMPUCYTHA HA MaTEMAaTHYKUM TaKMHYe—bUMa, IOoAyIe y (opMmu
OJIpENUTH TIpHpoaHE OpojeBe X W y uMju je mpousBon 2, 3, 5, ... p myra Behw on HBHUXOBOT 30HMpa.
HHTepecaHTHO 32 HCTPaKUBAE j€ KOIHUKO PelIeha MMa JaTH Mpo0IieM 3a Ma KOjH IIpupoIan Opoj 7.

IIPUMEP 14. Oo0pedu cee dgoyugpere npupooue bpojese Koju cy jeOnaku keaopamy 30upa ceojux yugapa.

PEHIEWE: Heka je Tpaxenu 0poj E = 10x +y. M3 ycmoBa 3anarka ce n06uja 1a je 10x +y = (x + y)° win

9x + (x+y)=(x+y)>. Kako jex # 0, T0 je u (x +y) # 0, na ce neobom odujeHe jennakocTu ca (x + y)

JI00uja jeIHaKOCT: +1=x+y.

xX+y
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AKo je HajBehH 3ajeAHUUKH JIeNIMIIal] 33 X ¥ ) jelHaK d, OHJa MOCTOoj€ y3ajaMHO MPOCTH OpojeBH a U b TakBH

majel <x=ad<9u0<y=>bd<9. Tana jeqHaunHa nocraje (9& +1=(a+b)d umm
a

+ b)d a+b

+1=

Kako xoanunuk

5 Mopa OuTH npuponan O6poj u Kako cy a u (a + b) y3zaja—MHO mpocTH, TO cy Moryha
a+

TpH clly4aja:

1) Axojea+b=1,o0nmaje9a+ 1 =d. OBaj cnyuaj je nemoryh, jep uz a + b = 1 cnenu, 36o0r x = 0, na je a
=1,b=0.Y ToMm ciiyuajy je d = 10, mro Huje moryhe, jep je d < 9.

2) Axojea+ b=3,ounaje 3a+ 1=3d. Oso Huje moryhe, jep neBa cTpaHa jeJHAKOCTH HUjE JIeJbUBA ca 3,
a JlecHa jecre.

3) Akojea+b=9,0vmaje a+1=9duma=9d—-1.Kakojel <x<9,tojel <x=ad=9d-1)d <9,
nmajed=1.Tosnaun najea=8ub=1.

Jaxne, Tpaskenn 6poj je 81 = (8 + 1)

IIPUMEP 15. Kaoa ce 06a mpoyugpena opoja nanuuty jedan 0o opyeoz 0obuje ce wecmoyu@per o6poj
Koju je mpu nyma eefiu 00 mwuxogoz npouszeooa. O kojum bpojesuma je peu?

PEIIEBE: Heka cy TpaxeHu TpouudpeHu OpojeBH X U ¥ U HeKa je Opoj x romnucan Opojy y ca JeBe CTpaHe.
Tana 300r ycnoBa 3aaTka, Tj. TOMKUCHUBama Opoja x 1o Opoja y, Baxku jeanakoct: 1000x + y = 3xy. Kaxko je x

# 0, nejbemheM jeIHaKOCTH ca x a00uja ce jeanakoct 1000 + pag 3y. Bpoj y mopa Outu nespuB Opojem Xx,
X

na je y = xx (k € N). Hobuja ce 1000 + x = 3xx, mmm x(3x — 1) = 1000. Kako je x Tpormdpen 6poj, To je x >
100, ma je 3x > 300, a 3x — 1 > 299. Kako cy nemmonu 6poja 1000 Behu ox 299 camo 6pojeu 1000 u 500, To
II0CTOje caMo JIBE€ MOTYNHOCTH:

1) 3x—1=1000, unmu 3x = 1001, o Huje moryhe, jep 1001 HUje nespuBoO ca 3.
2) 3x—1=500, umu 3x =501, ax=167. Tama je 3y — 1000 = 2, na je y = 334.
TpaxeHo pememe je: 3-167-334 =167 334.

3AJIALIN

1. Ompenu cBe mapoBe IenuX OpojeBa X M )y TaKo Ja je IbHXOB MPOM3BO/I jeTHAK IECTOCTPYKOM

30upy.

a’+2

2. Oxpenu cBe mene OpojeBe KOjU ce MOTY NMPUKA3aTH Y OOIHKY TJe je a 1neo 0poj

pazmuuut of 1.

3. Ogapenu cBe mapose Ieaux OpojeBa x U ) 3a Koje BaXKH jeJTHAKOCT
x(y + 1)* = 243y.

4. Pemmtu jemHaunny xy + 7x — 3y = 23, ako cy x U y 1ieJu OpojeBu.
5. Ogapenau cBe mapoBse Ienux OpojeBa x U y Tako Jia je xzy = y3 + 10.

6.  Onapenu cBe mpupoIHE OpojeBe X U ¥ KOJH Cy pelleha jeTHaunHe
y4 +x=xy+9.

7. Tlocroju nu qBOUIM(pPEH NMPUPOIAH OPOj KOjH je jeTHaK 30Mpy KBaapaTa CBOjuX nudapa’?

8. Onpenu cBe nBonHdpeHe OpojeBe Koju cy JAeJbUBU MPOU3BOIOM CBOjUX IHdapa.
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9. Y ayBaukoM OpKecTpy My3W4apH cy OMIIM IOCTPOjeHU Y OOJIMKY KBaJpara (7 peroBa ca 1o 7
My3U4apa), a 3aTUM ce€ MPEeCTPOjUiIN y mpaBoyrony gopmanujy (# + 5 pemosa ca m
My3u4apa). Konuko je my3uuapa 6mino y opkectpy?

. . X432 —x-10 .
10. Oppenu cBe miene OpojeBe x 3a Koje je 5 pupojaH 6poj.
X+

11.  [a num ce ckyn npBux 100 npupoanux OpojeBa MOTy MOAETUTH Y TPU TUCjYHKTHA MOJCKYyTa
TaKo 7a je 30up OpojeBa mpBoT MoJickyna aesbuB ca 102, 30up OpojeBa Ipyror moAcKyma
nespuB ca 203, a 30up OpojeBa Tpeher monackyma aesbuB ca 3047

12.  Kudua xomTa noja quHapa, morayuua 2 auHapa, a hespek 5 nunapa. [la nu je moryhe 3a
tayHo 100 nunapa kynutu Tauno 100 nmeuuBa?

13.  Ompenn cBa enobpojHa pemema jexHadnne: xy + 1 = x> + y. Konnko peirersa nva?

14.  TlocToje 1 TpH y3acTOIHA HeTlapHa npupoaHa Opoja uuju je 30up KBajgpara
geTBopoundpenu 0poj ca mehycoOHO jemHakum mmdpama’?

3

. . . n . .
15. Tlocroju mu mpocT O6poj p KOjHu ce MOKe MPUKA3aTH Y OOIHUKY , aKO je 1 TIpupoIaH Opoj.

n®+1

KOPUITREWKE 36MPA

Jeman on HaumHA 3a pa3IMKOBamE CIydajeBa NMPU pelnaBamy JMopaHTOBUX jeAHAYMHA je U aHaIH3a
36upa. Hajuenrhe Ta aHanmu3a mouyuBa Ha TpaHCHOpPMAIUjHU JaTe jeHAYMHE Y OOJIMK KOjH je MOToJaH 3a
yoYaBame M Pa3IMKOBame ClydyajeBa. 3a TO je mojecaH 30Mp HEHEraTMBHUX cabupaka, a mocebHO 30up
KBaJpaTa, 30up KOpeHa WiH 30Hp arcoIyTHUX BPETHOCTH.

IIPUMEP 16. Y ckyny yenux 6pojesa pewumu jeonauuny x* + y*>° = 2x* — 1.

PEIIERE: Kaxo je gara jeqnaunna x* + y*" = 2x” — 1 exuBanentHa ca jennaunnom (x° — 1)” + ('*'%)> =0

W Kako je 30up KBajpaTa JBa mena Opoja jeanak 0 ako u camo ako cy 06a O6poja jennaka 0, To je moryh camo
jeman ciyuaj: x> — 1 =0 u y=0. Jlakze, peurema cy: (x,y) €{ (1, 0), (-1,0) }.

IIPUMEP 17. Odpedu cse yene bpojese x u y mako da 3a00606asajy jednauuny: x* + y* = 6x° + 14y* — 53.
PEIIEE: Tpauchopmarmjom nare jemmaumue x° + y* = 6x* + 14y — 53 106mja ce m0j eKBUBAICHTHA
jemmaumna (x* —3)* + () —7)> = 5. Kaxo je 36up aBa KBaapaTa LeIuX OpojeBa jefHaK 5 caMo aKo je jeaaH
ol wux 1, a apyru 4, noctoje cnenehe MmoryhHocTu:

D &*=37=1wu (G’ -7)7° = 4 Jakre, |x2—3| =1lwu | y2—7| = 2. Kako jeqnaunne x* =2 u )y’ =5
HeMajy pelliema y CKyIy LeInx OpojeBa To je x° = 4 u )* = 9, a TpakeHa pelema cy ypehenn maposu
6p0jeBa (x’ y) € {(273)1 (29 _3)! (_29 3)1 (_25 _3)}

2) &*=3Y =4u(’ -7 =1.Cremn |x2—3| =2 I/IJII/I|y2 —7|= 1. Kako jennaumne x* =35, x"=—1,
y* =8 u )’ = 6 Hemajy peluema y CKyIy LEIuX 6pojeBa TO jeHAUMHA Y OBOM CIIydajy HeMma LEeI0OpOjHUX
peuema. A

VY 00a mperxoaHa mpUMepa pa3IMKOBamke ClydajeBa je 00aBJbeHO TpaHC—(hopMalfjama jeHe CTpaHe
Jare jemHadmrHe y 30up kBanxpata. Te TpanchopMa—Imje cy Oriie CKOpo oduriente. Y HapeIHuM npuMepuMa
TpaHchopmarmje y 30up HUCY BHIJBMBE Ha NPBU IIOTNIeA, Beh ce jenHaynmHa Mopa HPWIATOIWTH 3a
Tpancdopmanujy y 30up KBagpara.

IIPUMEP 18. Ilocmoje wu yenu 6pojesu x u y Koju 3a00606asajy jednakocm x° + xy +y° = 1.
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PEIIERE: Ako ce faTa jeJHauMHA IOMHOXH ca 2 100Hja ce eKBUBANCHTHA jefHaunHa 2x~ + 2xy + 2)° =2
umn x>+ (x + y)> + 1> = 2. 36up kBagpara Tpu Iena 6poja je jemHax 2, ako Cy ABa 01 THX 6pojeBa 1o 1, a
tpehu 0, ma ce pasnukyjy Tpu MoryhHocTH:

Dx*=1,(x+y’ =1u)y’=0.Crexugajey=0,ax” = 1, macypemema (1,0)nm (-1, 0).
2) ¥*=1,(x+y’=0u y" = 1.Kakojex+y=0,a|x|=1wu|y|=1, 10 cy pemema (1,—1)um (-1, 1).
3) x> =0,(x+y) =1 uy’=1.Crennnajex=0,ay’ = 1, macypemema (0, 1) wm (0,—1).

Cga pemiema jate jenqHauune cy: (x, y) € {(1, 0), (-1, 0), (1, -1), (-1, 1), (0, 1), (0, -1)}.

Tpancdopmanuja y 30up je MIOAOTBOPHA M KOJ TEKCTyaJHHX IpoOieMa KOju Ce CBOAE Ha
Juodanroe jemnaunue. Hapeanu npumep To HajOOIBE UITYCTpYje.

IIPUMEP 19. Oopeou cee mpoyugperne bpojese koju npu demery ca 11 0ajy ocmamak jeowax 30upy
Keaopama ceojux yugapa.

PEIIEBE 1: Heka je Tpaxkenu TpoundpeHu 6poj abc . Taza Baxu JjEeAHaKOCT abc =100a +10b + ¢ = 11(9a
+ b) +a— b + ¢, na je ocrarak npu Jiespewy TpaxkeHor Opoja ca 11 jeqnak a —b + ¢ (ako jea — b + ¢ < 11)
nmma—-b+c—11(akojea—b+c>11).

Ipema ycnoBuma 3agatkajea —b+c=a* + b+ cud’ + b* + > — a + b — ¢ = 0. MHOKeIbeM 106ujere
jemmaxocTi ca 2 no6uja ce 2a° + 2b* + 2 —2a+2b—2c=0um @’ + >+ + (a— 1)+ (b + 1Y +(c— 1)
=3.

JacHo je na jenHaunMHa MMa peliema ako Cy TpH O]l JaTux cabupaka jenHaku 0, a mpeocrana Tpu jeqHaxa 1.
Kako je abc TpouudpeH 6poj, To jea > 1, majea = 1.

CimmuHo je b >0, maje b+ 1 > 1 u360r Toraje b =0, onsocHo b + 1 = 1. Ha ocHoBy Tora je a* + b> + ¢ + (a
— 1+ (b+ 1Y +(c-1Y=1+0+"+0+1+(c—1)* =3, na ce pasnukyjy aBa caydaja:

1) ¢=0 wm (c—1)7°=1.

2) ¢ =1 mm (c—1)>=0.

Tpaxenu 6pojeBu cy ounrneano 100 u 101.

AHaInorHo ce jgokasyje aa ciy4aj a — b + ¢ — 11 Hema peema.

PEIIEBE 2: Ocrarak npu nespemy Opoja abcca 11 je a® + b + ¢’ TIpema Tome je 0 < a* + b* + ¢ < 10,
IITO 3HAYM Jia je cBaka on nmdapa a, b U ¢ Mama WM jeJHaka 3, a 30Up KBajapara cBe Tpu mudpe je Mamu
ni jenHak 10. JJakie y o63up monase camo 6pojesu: 100, 101, 102, 103, 110, 111, 112, 120, 121, 122, 130,
200, 201, 202, 210, 211, 212, 220, 221, 300, 301 u 310. [TojemuHaYHOM TIPOBEPOM OCTATKa TIPH JIEJbECHY
cBakor oj THx OpojeBa ca 11 u 30upa kBampata 1udapa ce yrBphyje aa ycioBe 3a7aTka HCIymhaBajy camo
opojesu 100 u 101.

3AALIN
1. Onpenn cBe mapoBe Leanx OpojeBa x Uy 3a Koje je:
a. a) xX+)y°=0; b) ¥+’ =1;
b. ¢) X¥+)y'=2; d) ¥ +)y’=3;
c. e) xX+y'=4; f) x*+)*=10.
2. Tocroje u e GpojeBH X U y 3a Koje BaxH jeaHakoct x° + y* = 2x— 172

3. Onpe niene 6pojeBe x M y Tako ja je 4x° +y° = 12x + 4y — 12.

4. Peumity jennaunny x* +)° + 2y =1, ako cy x ¥ y 1eian 6pojesn.

26



5. IocToje 1u 1enn 6pojeBH x, y, z TakBH Aa je x° + 4y” + z* = 2x — 20y — 23?

6. Jla 1 jenpaunna p” + ¢° = r ¥Ma pelere, ako ¢y p, ¢ U ¥ IpocTH 6poje-su? Jla JIM HCTO BaKHU U 3a
jenmaumny p’ +q* =r*?

7. Onpeu cBa pelliera jeaHaunne X° + y* + 22 = Xy + yz + zx, aKo Cy X, y U z Lielu OpojeBu.
8. Jlokaxu f1a jeqHaunna x° +y° +z° +x+y+z= 1 Hema pelema y CKyIy Ielnx OpojeBa.
9. Jlara je jemmaunna x° + y* +2° + x + y + z = n. Oapen HajMarby BPEIHOCT IPUPOHOT Gpoja 71 3a KOjy

JlaTa jelHauYMHa UMa pellea Y CKymy: a) Henux OpojeBa; 0) mpupogHux Opojesa.

10. Tlocroje nmu meT y3acTONMHUX MPUPOAHHMX OpojeBa 4YHMju je 30up KBaapara jemHak 30Wpy NpPBHX 7
MIpUPOTHUX OpojeBa?

11. Y ckymy nenux 6pojesa pemnty jensaunny 2m’ + n> = 2mn + 3n.
12.  Oxpeu cBe mapoBe IeINX OpojeBa X H ¥ 3a Koje BaXH jeqHaKocT x° — 6xy + 13y° = 100.

13.  TlocToje M pa3nMunTH LI OPOJEBH X, Y U z TAKBH [a BAXH jeqHakocT: 3x” + 3y* + 32% — 2x — 2y — 2z
=3333?

14.  Jlara je jemqHaxkocT X2+ X% oot Xogot = 2(xy + x3 ...+ X2020) — 2019. Onpenm ipupoHE OpojeBe Xy, Xz,

e 5 X2020-

15.  Jla nu cucteM jemHAaumHa X;° + X0 + ... + X = XX ... X = 2020 UMa pemiersa y CKyIy IPHPOIHHX
OpojeBa?

16.  Onpemu cBe 1eie 6pojese X U y 3a Koje je x” —xy + 1> =x+ y.

17. Y ckymy npupoaHux OpojeBa pelnTH CHCTEM jeJHAUnHA: X + Y =zt U z+ = Xxy.

18.  Tloctoje nu nenmu Gpojen x U y Taksu 1a je 7x” + y* = 2°°'? Kakas je oarosop, axo je 7x* + y* = 227

19.  Jlokaxu 1a ce 6poj 2" Moxe HpUKa3aTH Kao 30up 7x” + y°, Tie Cy X U y HEKH IPUPOIHU OPOjeBH, a n
npupoaan opoj n (n > 2).

20. Oppenu cBe mpupoane OpojeBe obamka 222...222 koju ce MOTY MpPUKa3aTH Kao 30up KBaaparta MU
pasnuka KBajapara JiBa mpupoIHa Opoja.

21.  Ompenu cBe nene Gpojese X, y, z ¥ £ TAKBE 1@ BAXKHU jeIHAKOCT X + y* + 22 + £ =x(y + z + £).

22.  Ogpemu cBe mere 6pojese a, b i ¢ Koju 3a10BOIBABAjy HejenHakocT a” + b>+ ¢* + 3 < ab + 3b + 2c.

23.  AKo cy X, y ¥ z 1ienu OpojeBu, Oapean 6ap jeJJHO peliethe jeTHaunHE
x-»'+@-2°’+¢E-x’=6.

KOPUHIIREWE (HE)IIAPHOCTU

[MpumerHo je na ce pemanambe J[MopaHTOBUX jeTHAYMHA HE CBOJIM HA CaMO jeIHY HJIE)Y, jep ce Iopen
OCHOBHE 3aMHCIIM YBEK KOPHCTH jOII HEIITO, Tj. CBaKa Hjeja ce KOMOWHYje ca HEeKOM ApYyroM, a Hajuemihe ce
Kao MoMOhHHM MHCTPYMEHT KOPHUCTH JAEJFHUBOCT, Ka0 OCHOBHA penamnuja Teopuje OpojeBa. [IpobGiemu koju
clleie eKCIUTUIUTHO KOPHUCTE Uieje TapHOCTH (IeJbUBOCTH OpojeM 2), OMHOCHO HEMapHOCTH.

Kopumheme mapHOCTH je jemaH oJ IO3HATHX W YECTO IPHMEHHMBAHMX HadlHA 3a pellaBambe
JmodaHToBHX jeHaYMHA, HE CAMO 3aTO IITO je Pa3INKOBAKE MAPHUX M HETIAPHHX LETNX OpojeBa MPUPOTHO,
HEro " 3aTo INTO TIOCTOjH BEJIMKH Opoj ayropuraMa 3a yrBphuBame (He)mapHocTH. OCHM TOra yodaBame
(ne)mapHocTH Hajuemhe eTMMUHHIIE MHOTA MTOTEHITHjaTHA Pelleha.

IIPUMEP 20. I[Tocmoje au npupodnu Gpojesu x uy makeu da je x” + 4y = 555...555, npu uemy 3anuc
555...555 caoporcu mauno n nemuya.
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PEHIEWE: Pa3nukyjy ce cnenehu cnyyajeBu:

1) Akojen=1,oumajex’ +4y=51. x=1,y=1.

2) Ako je n =2, oHia x Moxe OMTH mapaH WM HenapaH 0poj :

2.1) Axoje x =2« (x € N), onna je x> + 4y = 4’ + 4y = 4(x* + y) = 555...555, na jeqiHaunHA HEMA PeLICHA.
2.2) Akojex=2x+1(k € N), onna je x* + 4y = 4” + dx + 1 + 4y = 555...555, wmm 4x> + 4x + 4y = 4(K* +

+y) = 555...554. Jlakne, 2(x” + x +y) = 277...77. Kaxo je neBa cTpana jefHAUMHE NApaH, a JECHA HEMapaH
0poj, TO jeqHaYMHa HEMa pelIeha.

[Ipema TomMe jenuHo periewe npodiema je (x, y) = (1, 1).

IIPUMEP 21. QOo0pedu cee osoyugppene npupoone Opojeee Koju cy jeOnaxu keaopamy 30upa cE0jux
3
yughapa.

PEIIEWE: Heka je tpaxkenu Opoj ab. IIpema ycnoBuma 3amatka je ab =10a + b = (a + b)’. Kako je
10a+b=a+b+9a=(a+b) 10je 9a=(a+by—(a+b)=(a+b)a+b-1).

Kako cy (a + b) u (a + b — 1) y3acTonHu npupoaHu OpojeBH TO je HUXOB MPOU3BOJ NapaH, na je 9a takohe
mapas, IITO 3HAYM J1a je ¥ a IapaH Opoj. 3aTo ce pa3nukyjy cinenehe moryhnocru:

1) ab =25, mro Huje pememe, jep je 25 # (2 +5)° =49 ;

2) ab =49, Huje pemerse jep 49 # (4 + 9)* =169 ;

3) ab= 64, Takolje Huje pememe, jep je 64 # (6 +4)’ =100 ;

4) a_b=81,LHTOjeCTe pemiemse, jep je 81 = (8 + 1)2=92.
IIPUMEP 22. Jloxaowcu Oa jednauuna x° +y° +z° = 2023 nema pewerna y ckyny yenux 6pojesa.

PEILIEWE: 36up 6pojesa x°, %, z* je 2007, nakie, HerapaH, na Cy WIM CBa TPU Opoja HelapHA WIH CY 1Ba
napHa, a Tpehu HemapaH 1 pa3iuKyjy ce cinenehu cnydajeBu:

1) Hekajex=2m+ 1, y=2n+1uz=2x+1(m, n k€ Z). Tamaje X’ +y' +22=Cm+ 1+ Q2n+ 1)’ +
Qr+1)Y = 4m* +4m+ 1 +4n* +4n+ 1 + 4> + 4 + 1 = 2007. Cnemu ga je 4m(m + 1) + dn(n + 1) + dx(x
+ 1) = 2020. [ememem jemnakoctu ca 4 pobuja ce m(m + 1) + n(n + 1) + xk(xk + 1) = 505.
Kako cy 6pojeBu m(m + 1), n(n + 1) u x(x + 1) mapHu, TO je M HUXOB 30HUp MapaH, Ia jeAHAYNHA HEMa
pemiema, jep je 505 Henmapan 6poj.

2) Hekajex=2m, y=2nuz=2x+ 1. Tamajex’+)’ +2z" = 2m)’ + 2n)* + 2x+1)* = 4m* +4n’> + 41> +
4x + 1 = 2023. U3 nobujene jenHakocT cuenu aa je 4m’ + 4n’ + di(x + 1) = 2022. Jle/bemeM N0CIembe
jenmakoctn ca 2 nobuja ce ma je 2m” + 2n” + 2x(k + 1) = 1011. C neBe cTpane jeAHAKOCTH je mapa, a ca
JlecHe HeTlapaH 0poj, 11a jeqHauYnHa H Y OBOM CITy4ajy HeMa peliema.

IIPUMEP 23. Pewwmu jeonauuny x° +y° =2*"" y ckyny npupoonux 6pojesa.

PEIIEWE: Kaxo je 2°°" mapan 6poj, 6pojeu x* u y* cy MCTe MapHOCTH, 1A MOCTOje ABe MoryhHocTH:

1) Bpojen x u y cy memapum, 1j. x=2m+1 u y=2n+1(m, n € N). Crexe jeamakoctu x° + y* = (2m +
1+ @Qu+1)Y = dm>+4m+1+4n* +4n+ 1= 2% Jaxue, 4m(m + 1)+ 4n(n + 1) = 227 -2 =
2(2°""* — 1), ogmocuo 2m(m + 1) + 2n(n + 1) = 2" — 1. Kako je nepa crpana jefHakocTH mapas 6poj, a
JlecHa HenapaH Opoj, y OBOM CIIy4ajy jeHaurHa HemMa LEI00pOjHIX peliemha.

2) BpojeBu x u y cy napau, 1j. x =2"a u y=2"b,raecy a u b HemapHu NpUPOIHU OPOjEBH, a M U 1 Cy
npUpoIHA OpojeBH.

3 . . . . . .
OBgaj 3anarak je Beh BuleH, anu HUje ciydajHO IIOHOBJBEH, jep j€ Hamepa 1a ce
MIOKa’ke KaKo jeaaH MmpodJieM MoKe OMTH pellieH KopHuuihemeM BHUIIE Heja.
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Tana je x* + y* = (2"a)* + (2"b)* = 2*"a* + 2*"b* = 2°"° na ce, 360T CUMETPH-YHOCTH, y3 IPETIIOCTABKY /7 >
n, He yMamwyjyhu onmToct, pa3iuKyjy ase MoryhHOCTH:

2.1) Axojem >n>1,oumaje 2”"a* + 2'b* =22 '’ + b*) =2, Cnemu nmaje 2°" *'a* + b* =227
Kako je (2% *'a* + b*) nenapan 6poj, a 2°°"’~*" mapau 6poj, To jeqHAUNHA HeMa pelIeHa.

2.2) Axo je m = n, onna je 2°"a’ + 2*'b* = 2%(a* + b*) = 27", 1j. & + b* =2"""" " Kako je 2" > napan
Opoj ¥ HemapaH cTereH Opoja 2, TO ¢y eBUACHTHA JIBa Clly4aja:

2.2.1) Ao je n <1008 ougaje 2*°'° " nemuo ca 4. Kaxo cy GpojeBu @ u b memapuu, T0 @ + b* npu
Je/bey ca 4 maje ocTarax 2, ma jeiHaYnHa HeMa pelieha.

2.22) Axojen=1008, onnaje a*+ b =22 =8 maje a=b=2,ax=y=2"

Jlakue, jeMHa pemema aate jeqHadnne cy x =y = 2'%.
3AJJAIIN

1. Jlokaxu 1a jenraunna x”+ y° = 2019 Hema peluerma y CKyIy IPUPOIHHX GpojeBa.
Onpenu cBe 1eie Gpojese x 1 y Takse aa je 3x” + 4y = 2020.
IMocroje nu mpupoaas 6poj k u mpoct 6poj p Takeu aa je 2° + p = 1026?

Penmtu jennaunny x! + 2y = 123 456 789 y ckymy npupoJHuX OpojeBa.

A

Onpenu npupoan 6poj x 1 mpocT 6poj p Tako aa je x! + 2 = p.
Jlokaxu na jenHaunna x° +y° = 999...999 (6poj neetky je Behu o1 1) Hema 11e7106POjHUX pelea.
IocToje 1 IPUPOAHH GPOjEBHU X U Y TakBM 2 je X~ + 4y° = 1000?

Jlokasku 1a jenHaunHa x° — 4y” + 82° = 3 Hema pelllema y CKyITy HeTuX 6pojeBa.

v 2o

JIoKaH J1a He MOCTOje IeIn OPOjeBH X U y 3a Koje je 2x° — 5)° = 7.
10.  Iocroje mu nemu 6pojeBy X u y TakBu Aa je 19x° + 2 = y*?

11.  Oxpenu npupose 6pojese x u y Tako aa je 2" — 1 = 7.

12.  Tocroje 1 pupoaHT GpoOjeBHU X U y TakBH Aa je 2° + 1 = y*?

13.  Opmpenu cBe tpoumppeHe mnpupoane OpojeBe Koju mnpu aesbewy ca 11 nmajy Opoj jemHax 30upy
KBajipara 1udapa moxasHor 0poja.

14.  Pemmts jennaunny x° + y* + z* = 4444 y ckymy nemnx 6pojesa.

15.  Jla nm ce O6poj 2020 Moke peACTaBUTH y 0OIKMKY 30Mpa KBajpara HEKOJIUKO PA3THYUTUX MIPUPOIHUX
OpojeBa.

16. Jla nu mOCTOjU TET Pa3IMYUTHX MPUPOJHUX OpojeBa TakBUX Ja 30MPOBH (OPMHUpPAHH O IO J1BA OJ
bUX YMHE JIECET y3aCTOMHUX MPUPOAHUX OpojeBa?

17.  Tlocroje i menn GpojeBn x U y TakBH Aa je x' —y=x"+ 1> + 54321,

18. [Mlara je jemnauuna 2p + 3q = 5r, Tae cy p, ¢ u r npoctu O6pojeBu. Konmko pemiema uma ako mehy
OpojeBuMa: a) MOXKe; 0) HE MOXKE OUTH jeTHAKUX.

19.  a su 3a cBaku mpuponan 6poj  Behin ox 1 mocroje nmpoctu 6pojeBr p U ¢ TakBu 1a je p + g = 3?
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KOPUIIREKBE AEJBUBOCTU

Beh je peueno, na je jemHa oJl OCHOBHUX HJgja 3a peiaBambe J[Moga-HTOBUX jeqHaunMHa MOYMBA HA
JEAHOCTaBHOj YMIbGHHLIM Ja ako je A = B, oHIga cy u cBojcTBa mM3pasa A u B y morjieny IeJbHBOCTH
uaenTnyHa. Ha nmpumep, ako je A m3pa3 Koju je NeJbUB ca 3, a MpH Jesbemy ca 4 naje ocratak 1, oHga Te
ocobuHe Mopa uMaTu U u3pa3 B. Mneja je na ce nara jenHaumna 4 = B tpancdopMmulle y eKBUBAJICHTHY
jenHaunHy A, = B, Tako ga ce 3a jenan ox uspasa A, win B, MOe jaCHO ¥ Ta4HO OJIPEIUTH JI€JbHBOCT.

IIPUMEP 24. Oopedu cee npocme 6pojese p u q maxo oa saxcu jednaxkocm p + q = q° — 40.

PEIIEE: Axo ce gata jennaunsa p + ¢ = ¢° — 40 tpanchopmuie, 1o6uja ce maje p + 40 =¢" — g = g(q —
1). Kako necHa cTpaHa jeHauMHE IpENCTaBJba IPOU3BOJ JIBA Y3aCTONHA IPHPOAHA Opoja, TO je OHA yBEK
JleJbuBa ca 2, rma TakaB Mopa outh u 0poj p + 40. To Baxku camo 3a p = 2 (jep je 2 jeaAnHu mapaH npoct 0poj),
majetaga q(g—1)=p+40=2+40=42,aq="1.

Ha cnuuan HauuH ce pelaBajy cuTyaluje Kaja ce pagu o JeJbUBOCTHU ca ApYIMM OpojeBuMa.

IIPUMEP 25. Odpedu cee 0soyugppene npupooue bpojese koju cy oeeem nyma eehu 00 36upa ceojux
yughapa.
PEIIEBE: Hexka je Tpaxenu 6poj ab . Tana je 10a + b =9(a + b). To 3Hauu na je TpaxkeHu 6poj ab nemus

ca 9, ma je u 30up weroBux udapa nepuB ca 9. JacHo je na je Taga a + b jeqnaxo 9 wnu 18, ma je 10a + b
jennako 9-9 = 81 unu 9-18 = 162. Kaxo je 162 tporudpen 0poj, jenuno peimiene je 81 =9 (8 + 1).

Beoma uHTEepecaHTHH Cy MpHUMEpH KOju y ceOM caapike JEeJbUBOCT KOja HUje AaTa AMPEKTHO, HEro
MOCPEIHO M UHIUPEKTHO.
IIPUMEP 26. Oodpeou cse 0soyughpene bpojese koju cy jeonaxu 30upy xkeaopama yughpe decemuya u Kyoa
yughpe jeounuya.
PEHIEBE: Axko je TpaxeHu nBomuppeHd Opoj E, onma je 10x + y = x° + ). ExBUBaNEGHTHOM
tpancdopmarmjom ce 106mja xaje 10x —x* =x(10—x) =y’ —y= (- Dy(y + 1).
JlecHa cTpaHa jeHaYMHE MMPECTaBJba MPOU3BOJ TPH y3acTOIHA MpUpoAHA Opoja, ma je yBeK JesbuBa ca 0,
1ITO 3HA4M Ja To Mopa 6uth u jesa. Kako cy 6pojesu x u (10 — x) ucre nmapaoctu u x(10 — x) je nespuB ca 6,
10 je x =6 mwmm 10 —x = 6, oqHOCHO X = 4.
Axo je x =6, ouza je 24 = (y — 1)y(y + 1), ma je y = 3, a Tpaxkenu 6poj 63 = 6 + 3°.
Axo je x =4, ouza je 24 = (y — D)y(y + 1), ma je y = 3, a Tpaxcennu 6poj 43 = 4° + 3°.

VY mpeTXoZHUM IpHMepuMa KopuinheHa je IeJbUBOCT 0e3 OCTaTKa, IITO He Mopa OWTH yBEK Ipakxca.
Hekana ce 1o peniema 1noyasu yrpaBo aHAIN30M OCTaTKa KOjH IPHINKOM JeJbeha HeKHM OpojeM naje jenHa,

OTHOCHO Jpyra CTpaHa jeaHakocTH. TakaB je OWO ciydaj ¥ ca kopuiihemeM mocieame nuppe Koja
MIpeJICTaBJba OCTATaK MU Jesbemy ca 10.

IIPUMEP 27. Oodpeou cee ypehene napose (x, y) npupoonux bpojesa x u'y maxo oa je x! + 5y = 6666.

PEIIEBE: Bbpoj 6666 npu aepewmy ca S5 gaje ocratak 1 u 6poj x! + 5y npu nessewmy ca 5 Mopa JaBaTu
ocrarak 1. Kako je 5y yBek nespuBo ca 5, ocTaje Ja ce BUIU KaJia je OCTaTak MpH Jiesbemy x! ca 5 jeqHak 1.

[MomTo je 3a x > 5 Opoj x! yBek JieJbUB ca 5, TO y 003up J0Ja3e BPEAHOCTU X Mame of 5, nakie 1, 2, 3, 4.
Kako camo 1! = 1 u 3! = 6 npu gesbemy ca 5 gajy ocratak 1, To cy TpakeHa peiema 5y = 6665 unu S5y =
6660. 3naun n1a cy cBa pemema ypehenu naposu: (x, y) € {(1, 1333), (3, 1332)}.
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IIPUMEP 28. 36up osoyughpenoz bpoja u 6poja manucamnoe ucmum yuppama y oOpHymom HOpemky je
nomnyn xeadpam. O xom 6pojy je peu? Konuxo uma pewersa?’

PEHIEWE: Heka je Tpaxenu 6poj E = 10x +y. Tana je ounraenso 10x +y + 10y + x=11(x + y) = «*
x+y=«"/11<18. Kako je x + y npuponan 6poj m3mehy 1 u 18, To je 6poj x° memus ca 11 u y3 10 K> <
11-18 = 198. 3naun na je ¥ = 121, maje x = 11. Tama je x + y = 11, ma cy cBa permema npobiaema 6pojeBH:
29, 38,47, 56, 65,74, 83 u 92.

IIPUMEP 29. Oodpeou cee mpoyugpene opojese xoju cy 11 nyma eehiu 00 360upa ceojux yugpapa.

PEIIEWE: Heka je Tpaxkenu TpoundpeHu 06poj E . U3 ycnosa 3amarka cnequ aa je 100x + 10y +z=11 (x
+ y + z). Kako je mecHa cTpaHa jeHaKOCTH AeJbuBa ca 11, TakBa Mopa OMTH | JieBa na je TpaxeHnu opoj 100x
+10y+z=11 (x+y)+ (x—y+z) nespuB ca 11. To 3Haum na je |x—y+z| nempuBo ca 11. Kakoje 1 < x<9
n0<y<9 10je |x—y+z|=0 WA |x—y+z|= 11:

1) Ako je |x - y+ z| = 0, onna je y = x + z. Kazma ce oBa penanyja yHece y Moyia3Hy jeHAKOCT,
nobuja ce 100x + 10x + 10z + z= 11 (2x + 2z). [locne nepema ca 11 noduje ce ga je 10x +z = 2x
+ 2z, omHocHO 8x =z, majex =1,z =8, y =9. Tpaxkenu 6poj je 198.

2) Axo je |x—y+z|= 11l,ommajex—y+z=11(Gepjey<9). Tamaje x+z=11+y. Kako je
xpz <11-(9+9+9)=1127=297, o je x <2. Kako je 0 <z <9, t0 je x + z < 11 u jenuna
MoryhHOCT Koja tonas3u y 003up jecre x =2, z =9 u y = 0. Mehytum, 6poj 209 koju ce Ha TajHAYUH
no0uje He NCIyaBa yciloBe, jep je 209 = 121 =11-11.

3AIALIU

1. V ckymy nenux Gpojesa pemuty jenHaunny 3x” + 5y° = 345,

2. Onpe cBe MPUpPOJIHE Gpojese X i cBe mpocTe Bpojese p, Tako aa je x! + 3 = p.

3. Pemntu jennaunny x! + 48y = 1008, ako cy x ¥ y IpUpOIHHU OPOjeBH.

4. Onpemw cBe ypehene mapose (X, y) IpupoaHKUX GpojeBa X U y TakBe 1a je x! +1° = 987 654.

5. [Moctoje mu npupoaHu OPOjeBH X U ¥ TakBH Ja je 6x — y! = 10?7

6. Jlokaxu la He TOCTOjU TpouudpeH mpupogaH Opoj abc Takas ja je 6poj abc + bea + cab HOTITYH
KBajpar.

7. Moxe 51 30Up KBaJpaTa MeT y3acTOMHUX 1eNNX OpojeBa OMTH MOTIYH KBaapat?

8. Jla i mocToje mpupoaHH GPOjeBH X, Y M K TAKBH 13 BaxH jeqHAKoCT X~ + y* = 10— 1?2

9. Oxpenu cBe IpUpoOIHE OpojeBe KOjU Cy NIeBET myTa Behu o1 30upa cBOjuX Iudapa.

10.  Hemmudposatu pedyc: a-b-ab = bbb.
11. He Bpmehu MHOXEHE 1-2:3-4.5-6-7-8-9-10-11 = 399*6*** vy noOujenoM Opojy HamMUcaTH
onrosapajyhe mudpe.

12.  TlpousBoa nmpuponHux OpojeBa x M y je TpouudpeH Opoj ca jeqHakuM nudppama, a HBHXOB 30Hp je
nBondpeH, Takohe ca jenqHakum nudpama. Oapean cBe TakBe OpojeBe X U ).

13.  Jloxaxu ja jennauuna x° + 4 = 4y(y + 1) Hema pelliema y CKyIy Leaux 6pojesa.

* Jla nm uma pemersa aKo je 6poj Tporrdper?
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14.  Oppenu cBe yerBopouuppeHe OpojeBe Koju Cy MOTIYHHM KBaApaTh M 4Mja je mpBa mudpa jeaHaka
npyroj, a Tpeha nudpa jeaHaka 4eTBPTO].

15. Oppenu Tpoumbpen Opoj m KoOju je KBaapaT NPHPOJHOr Opoja n, ako je 30up 30up mmdapa
TpouundpeHor 6poja m jeaHax n — 1.

KOPUIITREBE HEJEJHAKOCTHU

Uecrto ce kao jegaH o HauyMHA 3a pa3lBajabe CilydajeBa yIOTpeOJbaBajy M HEJEJHAKOCTH.
Hejennakoctn ce xopucre, Kako je Beh y HeKMM IpUMepruMa MpHKa3aHo, 1a e U3 00IacTh NeUHUCAHOCTH
jenHaunMHe U3BOje CKYIOBM y KOjUMa jeJHaYMHa Hema pemlema. [[oToM ce jemHaunHa, HEeKUM o1 Beh u3io-
JKEHHX IIOCTYIIaKa, PelaBa y MpeocTaloM ey odiacTu neduancanoct. Hajoospe je mpu ToM, YKOJIHKO je
Moryhe, eJIMMUHHCATH JelOBe OOJIACTH Je(QHUHUCAHOCTH KOje HMajy OeCKOHayHO MHOro OpojeBa, a
jemHaYMHy TOTOM PEIIaBaTH Y KOHAYHOM CKYITY.

HIPUMEP 30. Ilocmoju au uemsopoyuppen npupooan 6poj Koju je jeOHax wemepmom cmenemy 30upa ceojux
yughapa?

PEIIEWE: Heka je Tpakenu 0poj abcd . Tana mpema gatum ycinoBuma cineau abed =(a+b+c+d )4 . Kako

je 5*<1000 < abed < 10°, 3axmyuyjece naje S<a+b+c+d <10. Jaxne,a+b+c+d je6,7,8
wm 9. Kako je 6* = 1296, 7* = 2401, 8* = 4096 u 9* = 6561, jacko je 1a yci10Be 3a1aTKa HCITy—HaBa CAMO
6poj 2401 = 7%, jep je y cBMM ocTamum ciayuajesuma 36up nudapa sehu ox 9.

IIPUMEP 31. Oopedu cee 0soyupperne npupooue bpojese Koju cy jeonaku 3oupy xyba yugpe oecemuya u
Keaopama yughpe jeounuya.

PEIIEBE: Heka je Tpaxenu 6poj ab. IIpema ycnoBumMa 3aiatka cliey 1a je ab =10a + b =a’ + b*. Kako
je ab =10a+b <99 To jem @ +b°<99, maje 1<a<4. TpauchopmammjoM jgaTe jeaHaunHe 100HUja ce
10a — @® = b* — b wmn a(10 — a®) = b(b — 1). C o03upom na je b(b — 1), kao MPOM3BOJ JBa y3acTONHA
npuposHa 6poja, mapau 6poj, To je u a(10 — a*) mapan 6poj. To 3Haum 1a je u a napau 6poj.

Kako je b(b— 1) > 0 1o je u a(10 — a*) > 0, 1j. 10 — @* > 0, mrro naje a < 3. Jeaunu napax 6poj Mambu
v jemHak ca 3 je a = 2. Tanaje a(10 — a®) = b(b— 1) = 12, mTo 3naun 1a je b = 4. Jlakne, Tpaxenu 6poj je

24 (24 =2+ 4%.

VY npeTxoAHUM MpUMepHMa ca JBe HEjeTHAKOCTH, Opoj ciIydajeBa je 3Ha4ajHO CMambeH, YUME j& METO.
MoKa3ao CBOjy e(dukacHOCT. Y HapelHOM MpuMepy mpHkasahe ce kako ce OeckOHA4HM cKyn Moryhmx
peuiema, Kopuihe—mbeM HejeTHAKOCTH MOXKe CBECTH Ha Malld Opoj MOTyhux ciydajeBa.

IIPUMEP 32. Odpedu cee npupooHe bpojese uuja je 6peOHocm jeOnaxa 30upy Kkeaopama re208ux yugapa.
PEHIEWE: Pa3znukyjy ce cnenehu cnyvajeBu:

1) Ako je Tpaxenn 6poj x jenHOLHppPEH, OHAa je x = x°, majex = 1.

2) Vkommko je Tpaxenu 6poj aBouudpen onaa je 10x + y = x> + ), mo je exBusazentHO ca x(10 — x) = y(y
—1). Kaxko je y(y — 1) mapan 6poj, To je u x napHa uudpa. 3a x €{2, 4, 6, 8} 6poj x (10 —x) je jennak uu 16
nim 24, a OHM OYMTIIEHO HE MPEeJICTaBIbajy MPOU3BO/I IBA Y3aCTOIHA PUPOIHA Opoja.

3) Axo je Tpaxenu 6poj Tpouudpen, ouza je 100x + 10y + z =x* +° + 2°. Kako je 100x + 10y +z=x" + )”
+2°<3.81 =243, t0jex=1 wmm x = 2.

3.1) Akojex=1,oumaje 100+ 10y +z= 1+ )* + 2 uau mocne cpehupama 99 + 10y + z = y* + z*. Kaxko je
99 > z* u 10y > )%, 10 je neBa cTpana yBek Beha 0J1 IeCHE 114 jeJHAYMHA HEMa PeLIeHa.
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3.2) Axo jex =2, ouna je 200 + 10y +z =4+’ + z°. Jlera cTpana jennaxocty je yek Beha ox 200, a necHa
yBeK Mama of 200, ra jeqHaurHa HeMa pelemna.

4) Vkomuko je 6poj mudapa Behu on 3 u jenHak k, oHAa je Tpaxenum Opoj yeex Behm ox 10°" a 36up
KBaJIpaTa meroBux mudpapa Mamu o1 100k, ma je jexnakoct Moryha camo ako je 104" < 100x, mmu 107 <k,
mito je Hemoryhe, jep noOWjeHa HejeJHAKOCT He BakKu HHM 3a jenHo k Behe ox 3. JenuHo perieme je Opoj 1.

1 1 1 1
IIPUMEP 33. Ilocmoje i npupoouu 6pojesu a, b, ¢, d maxeu oa je S tSt S+t —== 1?
a® b° ¢ d
PEHIEE: He ymamyjyhu ommroct pacyhuBama, 300r CHMETPUYHOCTH jEeHAYMHE, MOXKE Ce
mperroctaButd ga je 1 < a < b < ¢ £ d. Tama je L SLZ SLZ SLZ , ma je
d c b a
4 1 1 1 1 4 .2 . .
—23—2 +b_2+ —2+?= 1 S—z. Cnemn na je a” <4, onHocHo a = 1 i a = 2. Axo je a = 1, onna je
d a c a
1 1 1 1_1 .
St5t5t 525 =1 WO 3HAYM J1a jeJHAYMHA HEMa pelleHha.
a b ¢ d a
. .3 1 1 1 3_3 . . .
Ako je a = 2, oHna je — <—+—+—=—<—. Cienut na je b~ < 4, ma je b = 2. Ocraje
da* b a4 b
2 1 1 2 2 .o . . . o
—<—+—F=—<—,majec <4, 1. c=2 JacHo je na je Tama u d = 2, Ma je jeIIMHO pEIICHEC
d> 2 a4 2
jenHaunHe a =b=c=d=12

IIPUMEP 34. O0dpedu npupoodne dpojese x, y u z mako oa éadcu jeonaxocm x! + y! = z!.

PEHIEBE: Kako je x! + y! =zl ukakojex! 2 1luy! 21, ojex<zuy<zu z=>2 Tamajex!+yl=z!=
zZz—= 1.+ y(y—1)..32-1= z(z—1)..(py + D)pl.

Bnaun gajex ! =z(z—1)..(p+ Dy =y =yl (z(z—1)..(x + 1) = 1).

360r CHMETPHYHOCTH jeJHAYMHE 10 X ¥ Y, HE yMambyjyhn OUIIITOCT, MOXKE C€ TPETIOCTAaBHUTH J1a je X < Y U
Taja cy aBa moryha ciy4aja:

1) Akxojex <y, onnajeux! <yl na jeqrHaunHa HeMa pemiemwa jep 6 ouno x!= y! (z(z—1)..(y + 1) -
)<y, 1.2z(z—1)...y + 1) = 1 < 1, mro je Hemoryhe 360r z > 2.

2) Axojex=y,oHmajez(z—1)..(y+1)—1=1,majez(z—1)..(y + 1) =2 mrro 3Hauu aa je z = 2. Tana
jex=y=1.

[Ipema Tome jenuuo pemiewe jex=y=1uz=2. A

I[IPUMEP 35. Jeonauuny x° + xy +y° = x°y’ pewsumu y cxyny yenux 6pojesa.

PEHIEBE: C 0063upoM Ha CUMETPUYHOCT JIaTe jeAHAYMHE PA3IIUKY]jy ce clenehu cnydajeBu:
1) Axojex=0,onmajey=0.

2) Axojex=-1l,ommajel—y+y =) majey=1.

3)  Akojex=1l,ommajel +y+)y’ =)’ mjey=—I.

. . . 1 1 1 .
4) Axoje|x|=22wu|y|=2, oHla je naTa jenHauYMHA €KBUBAJICHTHA Ca — +— + — =1. Kaxko je rana
X Xy y

1 3 .
+— < 1 < | jenHaunHa HeMa pelulewa.

1.
x? XYooy

[Ipema ToMe cBa peniewa jeqHaunne cy (X, y) € {(0, 0), (1, -1), (-1, 1)}.
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IIPUMEP 36. O0peou cee ypehene mpojke (X, V, z) npupoonux bpojesa x, y u z, makeux oa je xy + yz + zx —
xyz =2.
PEHIEBE: JennaunHa je cuMeTpUYHA 1O CBE TPH NPOMEHJBUBE U pa3MaTpame ce, He yMamyjyhu OIIITOoCT,

MO’K€ M3BECTH II0 jeTHOj IPOMEHJBHBO], Ha mpuMep x. [loctoje cienehe moryhnocTw:

1) Axo je x = 1, onna jeqHaumHa mocraje y+ yz+z—yz=y+z=2 maje (1, 1, 1) jenHo pememe
jeIHauuHe.

2) Akojex=2,0Hmaje 2y +yz+2z—2yz=2y—yz+2z=2. Cnequ naje  yz—2y—2z+4=

(y —2)(z—2) =2, aTo 3HauM Jia MOCTOje ABa peniewa: y—2=1,z—2=2wumuy—-2=2,z—2=1.

3) Kaxko 0u uctu pesynrar gobuwnn u3ay =1 uian y = 2, o1HOCHO z = | wi z = 2, mpeocraje ciuy4aj x > 2,
y>2mwuz>2. Taga Baxe HEjeJHAKOCTH:

xyz 2 3xy, xyz 2 3yz u xyz 2 3zx. CabupameM OBHX HEjeTHAKOCTH A00uja ce /a je
3xyz23xy+3yz+3zx,majexyz 2xy+yz+zx nwmm 2 =xy +yz +zx —xyz <0, mro je Hemoryhe.

Jakie, cBa pemema aare jemHauune cy: (x, y, z) € { (1,1, 1), (2,3, 4), (2,4,3), 3,2,4), (3, 4, 2),
(4,2,3),(4,3,2)}

I[IPUMEP 37. ITocmoje nu yenu 6pojesu X u y maxsu 0a ucnyrmwasajy jeonakocm x° +x =y +y +3y" +y.

PEHIEBE: Ilpe Hero mro ce KpeHe y MpOLEHE JIeBe, OJHOCHO JIECHE CTpaHe jelHaunHe, HEOMXOJHO je
TpaHC(OPMHUCATH jeAHAUYMHY y OONHMK morojaH 3a epuKacHy aHanu3y. MHOXemeM jeqHadnHe ca 4 u
JonaBameM 6poja 1 1 Ha JIeBy ¥ Ha JIeCHy CTpaHy jefHaunHe f00uja ce jenHakoct 4x” + 4x + 1 = 4y* + 4y’ +
4 +4y+1. Cremmaaje Qx+ 1) =4"'+4+4 +dy+1=4'+4°+)y +3 +4p+ 1 =2 +y) +
o+ DBy+ 1.

Crnnano je (2x + l)2=4y4+4y3+4y2+4y+ 1= 4)/4-|-yz-|-4-i-4)13-I-8)12-1-4)/—5)/2—3=(2yz+y—i-2)2—5yZ
=3 Jlawre, (2)” + )+ (+ D@y + D) = Qx+ 1)) = (2" +y+2) = (5 +3).

Capna ce pasnukyjy ase MoryhHocTu:

1) Akojey=—1,ommaje x’+x=0, majex=0 mwmx=—l.

2) Axojey#—1,ounaje (y+ )3y + 1) > 0. Byayhu na je 5)° + 3 > 0 3a cBe yeZ, 1o je (2" + y)* <
(2x + 1)’ < (2)* + y + 2)*. Kako msmeljy 6pojesa (2)° + y)* u (2)° + y + 2)> OCTOjH caMo jelaH MOTIyH
kBazpar u 1o je (2)° + y + 1)%, cnenw ma je 2x + 1)° = (2° +y+ 1)~

3) Kakoje 2x+ 1 =4'+4 +4° +4y+1= 2 +y+ 1Y =4+’ +1+ 4’ + 47 + 2y + 1,10 je
y* =2y =0, 1j. y y3uma BpegHOCTH 0 MM 2:

2.1) Akojey=0,onmajex’+x=0,majex=0mmx=—1.

22) Axojey=2,on1aje x’+x=230, majex=5umx=—6.

[Ipema ToMe cBa periewa jeanaqune cy: (x, y) € {(0,-1), (-1, -1), (0, 0), (-1,0), (5, 2), (-6, 2)}.

3AJALIN
1. 30up nBoumppeHor Opoja M Opoja HAMKCAHOT WUCTUM HUppaMa y OOPHYTOM TOPETKY je MOTIYH
kBajpar. O kojum OpojeBuMa je peu?
2. [MocToju mu oMb peH npupoaan OPoj YHjH je KBaApaT jenHak KyOy 30upa meroBux nudapa?

3. Onpenu cBe ABouudpenHe OpojeBe Koju Cy jeHAKH KBaapaTy 30upa cBojux nudapa.

4. Opnpenw cBe nudpe a, b ¥ ¢ ¥ IPUPOAaH Opoj 1, TAKO 1A BaXKU jETHAKOCT a + bb + ccc = n*.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.

22.
23.

[octoju nu yerBopounpeHu npupoJan 6poj Koju je jeaHak KyOy 30upa cBojux nudapa?
Oppenu nBa mpupUpoIHa Opoja unju je 30up jeqHaK ’UXOBOM MPOU3BOLY.

[ocToje mu mpupoHU OPOjeBH X M Y YHUjH je MPOU3BOA TeT myTta Behu on muxoBor 30upa? Komuko
TaKBUX Naposa (x, y) uMa?

Jla mu mocToje Tpu npupoHa 6poja Yuju je MPOr3BO/I jeTHAK HUXOBOM 30UpY?

Ja nu mocToje IpUPOAHU OPOjeBH X, ¥ U Z, TAKBHU Ja j€ HBHXOB MIPOU3BOJI TP IyTa Behn 01 lHXOBOT
30upa?

[Moctoju u TpoumdpeH npupoan Opoj KOju je jeaHak 30Mpy YeTBPTOT CTeNeHa nudpe croTuHa, Kybda
nudpe aeceTuna v KBajapara mudpe jeauanna’?

[ocToju nu Tpoumdpen 6poj Koju je jemHak 30upy cBoje nudpe jenuHuIa, KBaapara nuppe neceTuia
u KyOa mudpe croruna?

Axo Cy p, ¢ U r IpOCTH 6p0jeBI/I, OH,I[ajeZ[Ha‘II/IHa p4 + q4 = 7"4 HEMa peuicHha. I[OKa)KI/I.

Oxpesu cBe ypehere napose (x, y) MPUPOIHAX GpojeBa X 1 y Tako aa je y —x" = y* — 16x%.
Jleumndposari kBagpupame (5¢ + 1) = abed aKo jeXHAKNM CIOBHMA OATOBApajy jeHAKe
mdpe, a pa3IMIUTHM CIIOBUMA pa3IHyuTe Hudpe.

Jlokaxu ma 6poj n* + 2n° + 2n* + 2n + 1 Huje KBagpaT NMPHPOAHOT GpOja HHU 3a jeiaH
npupojaH 6poj n.
Pemutu jenHaunny 2+ -1+ 11 = y2, aKo Cy X ¥ y HEHETaTUBHU 11eJTn OPOjeBH.

Onpenu npupoian Opoj # ¥ MPOCT Opoj p, TaKBe 1A je 30up aenwana opoja p4 jemHak n’.

Jlata je jemmaumna: 1-1! + ... + x-x! = y*. Konmnko perersa y ckymy npupoaHux GpojeBa nma
JaTa jeqHaunHa?

Onpenu cBe mapoBe (x, y) IPUPOIHUX OpojeBa x u y Tako na Baxu: 10" + 11y =x + 2000.

Heka cy x1, x2, ... , X100 IPUPOJIHU OPOjEBU KOjH 3310BOJHABA]Y jeTHAKOCT x12 + x22 +..+ x1002 =
117. Oz[pezu/l X15 X245 «ov 5 X100

: 1 1 1 1
Ja n jenHaunna — +—+ — + — +
a

2t 2t eiz =1 uMa pellewma y CKyny NpupoaHHuX OpojeBsa.

IocToje 1u e 6pojeBr m U 11 TAKBH [ Cy 6pojeBH m” + n U n” + m MOTIyHH KBaapaTH?

Ozpe/u cBe IPUPOIHE OPOjeBE X U Y 3a KOje BasKH jeIHAKOCT X~ — ) = xy + 25.
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